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Der Hauptzweck dieser Abbaodlung ist die Anwendung der Me* 
tbode der kleinsten Quadrate auf die Geodäsie, oder die Ausgleichung 
der Winkel eines Dreiecksnetzes, auf die Art darzulegen, die mir die ge- 
eignetste zu sein scheint. Zwar hat Gauss schon einen speciellen Fall 
dieser Anwendung in einer Abhandlung, die in Bezug auf die Sache 
selbst die erste war, niedergelegt "^j während Bessel fast gleichzeitig 
seine Auflösung derselben Aufgabe veröffentlichen liess ^^). Später bat 
Bessel seine Auflösung der allgemeineren Aufgabe veröffentlicht '^^'^), 
und ich habe fast gleichzeitig eine wesentlich davon verschiedene Auf- 
lösung einer noch allgemeineren Aufgabe, aber kurz gefasst, und gleich- 
sam nur im Scelet gegeben f). 

Es ist namentUcb diese letztgenannte Auflösung, die ich voll- 
ständig ausgearbeitet in der gegenwärtigen Abhandlung niedergelegt 
habe, und die sich von der BesseFschen vielfach, unter andern dadurch 
unterscheidet, dass ich die unbestimmten Auflösungen von Systemen von 
linearischen Gleichungen, die Bessel verlangt, vollständig vermieden habe; 
ich bin anzunehmen geneigt, dass durch mein Verfahren eine grössere Korze 
der auszufiihrenden Rechnungira erlangt wird. Auch habe ich nicht nur 
die Vorschriften zur Berechnung der Gewichte beliebiger Functionen der 



*) Gauss^ Supplementum theoriae combioationis observationum erroiibus oai- 
nimis obnoxiae. Gottingae 4 828. 

**) Schum. A. N. B. VI. No. 484. 

***) Bessel und Baeyer, Gradmessung io Ostpreussen und ihre Verbindung mit 
PrenssJschen und Russischen Dreiecksketten. Berlin 1838. 
t) Schum. A. N. B. XVI. No. 361. 
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Unbekannten, die bei Bessel fehlen, vollständig entwickelt, sondern auch 
gezeigt, wie verfahren werden muss, wenn mehr wie Eine Grundlinie 
gemessen worden ist, oder wenn man das auszugleichende Dreiecksnetz 
an ein anderes, nebenliegendes, schon ausgeglichenes anschliessen will. 

Bei der Ausgleichung eines grossen, aus vielen Dreiecken be- 
stehenden Netzes ist es von Wichtigkeit, die anzuwendenden allgemeinen 
Formeln in solcher Darstellung und Aufeinanderfolge vor sich zu haben, 
dass man nie die vollständige Uebersicht verlieren kann, denn wenn 
dieser Umstand eintreten sollte, so ist er nur durch Verlust an Zeit und 
Arbeit zu heben. Aus diesem Grunde habe ich mich schon im Laufe 
der Ableitungen und während der Ausführung eines Beispiels bemüht, 
die Erklärungen möglichst vollständig zu geben, und schliesslich habe 
ich aus demselben Grunde noch eine Recapitulation aller Vorschriften 
und Formeln gegeben , die wohl ausserdem überflüssig gewesen wäre, 
von welcher mir aber schien, dass sie die Uebersichtlichkeit fördern 
möchte. 

Wenn gleich die Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate 
auf die Geodäsie den Hauptgrund zur Abfassung dieser Abhandlung 
bildete, so wollte ich doch nicht unterlassen diese Methode auch in ihrer 
Allgemeinheit, und in der ganzen Ausdehnung, die sie gegenwärtig be- 
sitzt, zu entwickeln , und dabei einen Weg zu verfolgen , den ich schon 
seit vielen Jahren überlegt habe. Gewöhnlich geht man bei der Ablei- 
tung dieser Methode im Allgemeinen von den allgemeinen Principien der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung aus, aber es zeigt sich immer im Laufe der 
Entwickelungen , dass man damit nicht vollständig ausreicht, sondern 
immer in grösserem oder geringerem Maasse den Satz zu Hülfe nehmen 
muss , dass bei der Bestimmung Einer Unbekannten aus einer Anzahl 
von gleich guten Beobachtungen das arithmetische Mittel aus diesen der 
wahrscheinlichste Werth der Unbekannten sei. Da dieses sich so ver- 
hält, so nahm ich mir vor diesen Satz' als Axiom an die Spitze der Ab- 
leitungen zu stellen, und aus demselben das Verfahren abzuleiten, wel- 
ches zu befolgen ist , wenn die Werthe mehrerer Unbekannten aus Be- 
obachtungen von ungleicher Genauigkeit zu bestimmen sind, und die 
Zahl dieser Beobachtungen grösser ist wie die der Unbekannten. Ich 
wurde, wie sich voraussehen Hess, auf diese Weise auf die Methode der 
kleinsten Quadrate hingeführt. Der Satz, welcher hiedurch bewiesen 
worden ist, lässt sich streng genommen wie folgt aussprechen : 
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»Mit demselben Recht, mit welchem man im ersteren, einfachsten 
Falle das arithmetische Mittel aus den Beobachtungen als den wahr- 
scheinlichsten Werth der einzigen Unbekannten ansieht, muss man im 
anderen, allgemeinen Falle diejenigen Werthe der Unbekannten als die 
wahrscheinlichsten Werthe derselben betrachten , durch welche bewirkt 
wird , dass die Summe der mit ihren bez. Gewichten multiplicirten 
Quadrate der übrig bleibenden Fehler ein Minimum wird.« 

Ich glaube, dass in Bezug auf die Methode der kleinsten Quadrate 
dieser Satz an der Grenze der streng beweisbaren Satze liegt. 

Wahrend bei der Ableitung dieses Satzes sich für den Begriff des 
Gewichts einer Beobachtung oder eines Resultats aus Beobachtungen 
eine einfache und sachgemässe Erklärung darbietet, bleibt es ohne Wei- 
teres unmöglich, die Relation zwischen den Gewichten und den relativen 
Genauigkeiten zweier oder mehrerer Beobachtungen festzustellen. Hiezu 
musste ich zwei bekannte Sätze aus den Elementen der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung verwenden und mit dem obigen Axiom verbinden. Das 
Resultat, welches unter andern hieraus hervorging, ist das bekannte, 
nemlich dass die Gewichte den Quadraten der Genauigkeiten proportional 
sind. Es brauchten diese Untersuchungen wieder nur in der Annahme 
Einer Unbekannten ausgeführt zu werden, da die Folgerungen, die dar- 
aus entsprangen , ohne Weiteres auf eine beliebige Anzahl von Unbe- 
kannten ausgedehnt werden konnten. Aus diesem Grunde wurden sie 
vor der vollständigen Ableitung des oben angeführten Satzes dem Texte 
einverleibt. 

Die Abhandlung behandelt der Reihe nach die folgenden Themata : 
§. 1. Ermittelung des wahrscheinlichsten Werthes Einer Unbekannten 

aus Beobachtungen. Art. 1 — 17. 
§. 2. Ausdehnung des Vorhergehenden auf den Fall, in welchem die 

Werthe mehrerer unabhängiger Unbekannten durch Beobachtungen 

zu bestimmen sind. Art; 1 8 — 27. 
§. 3. Ausdehnung der bisher * behandelten Aufgabe auf den Fall, in 

welchem die Unbekannten nicht- von einander unabhängig sind. 

Art. 28—63. 
§. 4. Anwendung der eben gelösten Aufgabe auf die Geodäsie, unter 

der Bedingung, dass nur Eine Grundlinie gemessen worden ist. 

a) Erstes Verfahren. Art. 64—107. 

b) Zweites Verfahren. Art. 108—118. 
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§. 5. Ausdehnung des im Vorhergehenden entwickelten Verfahrens auf 
den Fall, in welchem mehr wie Eine Grundlinie gemessen worden 
ist, oder man das Dreiecksnetz an ein benachbartes anschliessen 
will. Art. 119—132. 

§. 6. Recapitulation der zur Ausgleichung eines Dreiecksnetzes erfor- 
derlichen Vorschriften und Formeln. Art. 133 — 148. 

§. 7. Berechnung der mittleren Fehler der durch das vorhergehende 
Verfahren erhaltenen Resultate. Art. 149 — 152. 

§. 8. Nachtrag zu der »Geodätische Untersuchungen« betitelten Abhand- 
lung. Art. 153—156. 



§. 1. Ermittelog des walirsdieiiilidisteii Werthes Einer Unbekuntei 

US Be^baehtugen. 

1. 
Grundsatz. 

»Wenn für die unmittelbare Bestimmung einer unbekannten Grösse 
mehrere von einander unabhängige Beobachtungen vorhanden sind , die 
alle unter gleichen Umständen und mit gleicher Sorgfalt angestellt wor- 
den sind, so ist der aus diesen Beobachtungen hervorgehende wahr- 
scheinlichste Werth der Unbekannten das arithmetische Mittel aus allen 
diesen Beobachtungen.« 

Man kann diesen Satz zwar nicht vollständig beweisen , aber es 
lässt sich vieles anführen, welches dafür spricht, dass er in der Natur 
der Sache begründet ist. Es kann strenge genommen nur bewiesen 
werden, dass man bei der Anwendung dieses Satzes durch die Ver- 
mehrung der Anzahl der Beobachtungen sich immer mehr und mehr 
dem wahren Werthe der Unbekannten nähert. Beobachtungen, die 
unter gleichen Umständen und mit gleicher Sorgfalt angestellt worden 
sind, müssen nothwendig als mit gleicher Genauigkeit begabt angesehen 
werden , und es muss daher gewiss das aus denselben hervorgehende 
wahrscheinlichste Resultat wenigstens eine symmetrische Function von 
allen dttt*ch die Beobachtungen erhaltenen Werthen sein. Die Summe 
aller dieser Werthe ist aber die einfachste symmetrische Function der- 
selben , die man sich denken kann. Wenn nun die Unbekannte x ge- 
nannt wird, und w Beobachtungen nach und nach n, n', n\ etc. 
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für X gegeben haben, so dass aus denselben nach und nach hervor- 
gegangen ist, 





X = n 




a? = n' 




X = n etc. 


dann wird 






mx = n+v!+n+ et 


und hieraus 






^ __ •n-n'+n"+elc. 

X Ä= 



das ist, X wird gleich dem arithmetischen Mittel aus allen Beobachtungen. 
Betrachten wir nun die Beschaffenheit des Fehlers, den wir be- 
gehen indem wir x durch die vorstehende Gleichung bestimmen. Seien 
der wahre Werth der Unbekannten tr, und die wahren Fehler der 
Beobachtungen e, i, e\ etc., so dass 

n := «?+c, fi = w+e\ n = w+e", etc. 

wird, dann wird der Ausdruck des arithmetischen Mittels 

fii 

Vorausgesetzt nun, dass kein Grund vorhanden ist um anzunehmen, 
dass gleiche positive und negative Fehlet verschiedene Wahrscheinlich- 
keiten haben, muss die Summe e + e+e + etc. sich um desto mehr 
dem Werthe Null nähern, je mehr Beobachtungen vorhanden sind. Denn 
je öfterer die Beobachtungen wiederholt werden , mit desto grosserem 
Rechte darf man erwarten , dass alle möglichen Fälle in gleicher Anzahl 
vorgekommen sind, gleichwie man'mit einem symmetrisch gearbeiteten 
homogenen Würfel um so mehr jede Zahl gleich viele Mal geworfen 
haben muss, je grösser die Anzahl der Würfe ist. Aber unter der obigen 
Voraussetzung, dass positive und negative Beobachtungsfehler gleiche 
Wahrscheinlichkeit haben, wird bei wachsendem m die Zahl und die 
Grösse der positiven Werthe von e sich der Zahl und der Grösse der 
negativen e unbegrenzt nähern, also schliesslich die Summe e+e+e+ etc. 
Null werden , wie obeti behauptet wurde. Aus mehrerem Gruilde muss 
daher bei wachsendem m die Function 

g4-g^+g^^+ etc. 

unmerklich werden, und der Werth x = w aus dem arithmetischen 
Mittel hervorgehen. 
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2. 

Indem wir nun immer das arithmetische Mittel aus gleich guten 
Beobachtungen als den wahrscheinlichsten Werth der Unbekannten an- 
sehen, nehmen wir zugleich an, dass die Beobachtungsfehler bez. 

n+n'+»''+ etc. 



n — 
n — 



m 
n-¥n''\'nr'¥' etc. 

m 
ii-4-n'+n"+ etc. 



u. s. w. seien. Aber es ist immer 

( n+ii'+n"+etc.\ j^/ # n+ii'+fi"+etc.\ . (» ii+n'-i-n"-|-elc.\ , .^ ^ 
n ^ )+[n j^ j+(^n j+etc.=0. 

und wir erfüllen also, indem wir das arithmetische Mittel aus den Be- 
obachtungen als den wahrscheinlichsten Werth der Unbekannten an- 
sehen, wie auch die Anzahl der Beobachtungen beschaffen sei , die Be- 
dingung, die strenge genommen stattfindet, wenn die Anzahl der Beob- 
achtungen unendlich gross ist. Wir nähern uns also gewiss durch 
Yergrösserung der Anzahl der Beobachtungen dem wahren Werthe der 
Unbekannten, und dieses ist in der That alles was wir thun können, da 
die wahren Beobachtungsfehler uns stets unbekannt bleiben werden. 

3. 

Im vor. Art. ist schon eine Relation abgeleitet worden, die zwischen 
den übrig bleibenden Fehlern stattfindet, wenn man das arithmetische 
Mittel aus allen Beobachtungen als den wahrscheinlichsten Werth der 
Unbekannten betrachtet, aber'es besteht zwischen diesen Fehlern noch 
eine merkwürdige Relation, die in dem folgenden Salze enthalten ist. 

»Wenn man das arithmetische Mittel aus allen Beobachtungen als 
den wahrscheinlichsten Werth der Unbekannten betrachtet, so bewirkt 
man dadurch , dass die Summe der Quadrate der übrig bleibenden Feh- 
ler ein Minimum wird.« 

Um diesen Satz zu beweisen , bemerke ich , dass man die übrig 
bleibenden Fehler durch x—n, x-^fi, a?— n", etc. ausdrücken kann, und 
der Satz verlangt demzufolge, dass 

[x—nf -h [x—nf -h {oi^—ny + etc. = Minimum 
sei. Es ist an sich klar, dass diese Function kein Maximum haben kann, 
denn Idsst man x unbestimmt (positiv oder negativ) wachsen, so nähert 
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sich der Werth derselben immer mehr und mehr dem unendlich Grossen. 
Die bekannte Bedingung des Minimums giebt nun hier 

(d?«—») + (a?— n*) + [x—n) + etc. = 

woraus 



^ n-v-n'^fi/'-k- etc. 

X =s 



folgt. W. z. b. w. 



Es ist im Vorhergehenden angenommen worden, dass gleiche po- 
sitive und negative Fehler gleich wahrscheinlich seien , wir wollen aber 
jetzt annehmen, dass dieses nicht der Fall sei, und die Folgen unter- 
suchen, die dieser Umstand auf die Bestimmung der Unbekannten aus- 
übt. Im jetzt zu betrachtenden Falle wird sich die Summe e+e'+e+ etc. 
bei stets wachsender Anzahl von Beobachtungen nicht der Null, sondern 
einer gewissen positiven oder negativen Grösse nähern, die ich mit mfe 
bezeichnen will, woraus folgt, dass der positive (oder bez. negative) 
Fehler e+k mit dem negativen (oder bez. positiven) Fehler e gleiche 
Wahrscheinlichkeit hat. Aus einer stets wachsenden Anzahl von Beob- 
achtungen wird man nun, wenn man wie vorher das arithmetische 
Mittel aus denselben zur Bestimmung von x anwendet, schliesslich 

X = w+k 

statt des wahren Werlhes xssw erhalten. Man kann nun nie durch ir- 
gend ein der Wahrscheinlichkeitsrechnung entlehntes Princip k von w 
trennen , sondern muss dafUr andere Mittel in Anspruch nehmen , und 
diese können in nichts anderem bestehen, als in sorgfältiger Ausarbei- 
tung und Anwendung der bei der Lösung der Aufgabe anderweitig in 
Betracht kommenden Theorien. Wenn sowohl die Theorie, zufolge 
welcher x sich aus den angestellten Beobachtungen ergiebt, als die 
Theorie des zur Beobachtung angewandten Instruments vollständig be- 
kannt sind, und richtig angewandt werden, so können nie gleiche positive 
und negative Fehler verschiedene Wahrscheinlichkeiten haben, und es 
muss aus diesem Grunde fc = werden. Wenn aber im Gegentheil 
diese Theorien, oder nur Eine derselben mangelhaft ist, oder unzweck- 
mässig angewandt wird , dann ist es nachher unmöglich den constanlen 
Fehler k aus dem Resultat der Beobachtungen zu entfernen. Aus diesen 



580 P.A.Hansen, [40 

GrttDden wird im Verlaufe dieser Abhandlang stets stiHscbweigend an* 
genommen werden, dass fc ss ist. 

5. 

Ich nehme jetzt an , dass der Werth xs= N das nach dem Vorher- 
gehenden aus m Beobachtungen genommene arithmetische Mittel sei. 
Man habe ferner, nachdem dieses Resultat schon berechnet worden ist, 
zur Bestimmung derselben Unbekannten x eine Reihe von m anderen, 
von jenen unabhängigen, Beobachtungen angestellt, die einzeln für eben 
so genau wie jene gehalten werden müssen , und daraus auf dieselbe 
Weise x = N' erhalten , spater habe man noch m" andere gleich gute 
Beobachtungen, und daraus a? = iV" erhalten, u. s. w. Wenn man hier- 
auf aus allen diesen Beobachtungen den wahrscheinlichsten Werth von 
X berechnen will, so ist es von selbst klar, dass die Gruppirungen, die 
vorher gemacht worden sind, keinen Einfluss auf das neue Resultat 
haben dürfen, und dass man jetzt wie vorher, ehe die m', m", etc. Be- 
obachtungen angestellt worden waren, aus allen nun vorhandenen Be- 
obachtungen das arithmetische Mittel nehmen muss. Da mN die Summe 
der ersten , m'N' die Summe der zweiten , tnN" die Summe der dritten 
Gruppe von Beobachtungen ist, u. s. w., so hat jetzt das arithmetische 
Mittel aus allen Beobachtungen, oder mit anderen Worten der wahr* 
scheinlichste Werth der Unbekannten 

/.x mN-hm'N'-^m"N"'¥ etc. 

^^^ ^~ m+m'+m"+etc. 

zum Ausdruck. Wenn wir nun annehmen , dass der Werth von x ssN 
das Resultat einer einzigen Beobachtung von solcher Beschaffenheit 
wäre, dass man sie fUr eben so genau halten mttsste, wie das arith- 
metische Mittel aus m solcher Beobachtungen, aus denen die anderen 
Gruppen bestehen, so ist an sich klar, dass der wahrscheinlichste Werth 
von X immer noch derselbe bleibt, den der Ausdruck (1) giebt, und da 
wir denselben Schluss auf alle übrigen Gruppen N\ N\ etc. von Be- 
obachtungen ausdehnen können, so ergiebt sich, dass der Ausdruck (1) 
immer noch der wahrscheinlichste Werth von x ist, wenn N, N\ N\ etc. 
einzelne Beobachtungen von der Beschaffenheit sind , dass man die Be- 
obachtung, welche iV gegeben hat, für eben so genau halten muss, wie 
das arithmetische Mittel aus i», die welche N' gegeben hat, für eben so 
genau wie das arithmetische Mittel aus m', die welche N" gegeben hat, 



\ 
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fllr eben so genau wie das arithmetische Mittel aus m u. s. w. anderen 
Beobachtungen, denen allen irgend eine und dieselbe Genauigkeit bei*- 
gelegt werden muss. Wenn man d^her unter der Bezeichnung des Ge<^ 
wichts irgend einer Beobachtung oder eines Resultats aus Beobach*- 
tungen die Anzahl von Beobachtungen von der Genauigkeit s= 1 ver- 
steht, deren arithmetisches Mittel für eben so genau gehalten werden 
muss, wie diese Beobachtung oder dieses Resultat aus Beobachtungen, 
so können wir den Ausdruck (1 ] in folgenden Satz einkleiden : 

»Wenn man für die Bestimmung einer Unbekannten mehrere Be- 
obachtungen angestellt hat, die so beschaffen sind, dass man ihnen bez. 
die Gewichte m, m\ m\ etc. beilegen muss, so erhält man den wahr- 
scheinlichsten Werth dieser Unbekannten, wenn man das Resultat einer 
jeden Beobachtung mit seinem Gewicht multiplicirt, diese Produkte ad- 
dirt und mit der Summe aller Gewichte dividirt.« , 

Es folgt femer aus den obigen Betrachtungen der Satz : 
i>Das Gewicht dieser Bestimmung der Unbekannten ist der Summe 
der Gevnchte aller dazu zugezogenen Beobachtungen gleich.« 

6. 

Aus den Betrachtungen des vor. Art. können wir ausserdem noch 
die folgenden Folgerungen ziehen. 

Das Gewicht irgend einer Beobachtung oder eines Resultats aus 
Beobachtungen ist immer relativ zu verstehen, indem immer die Ge* 
nauigkeit oder das Gewicht irgend einer bestimmten Gattung von Beob- 
achtungen ^ 1 gesetzt werden muss. 

Die obige Ableitung des Begriffs des Gewichts beschränkt sich, 
strenge genommen, nur auf die Fälle, wo die Gewichte ganze Zahlen 
sind , allein es ist sehr leicht den Begriff des Gewichts auch auf gebro- 
chene oder irrationale Zahlen auszudehnen. Denn wenn man durch ge- 
eignete Mittel in Erfahrung gebracht hat , dass irgend eine Beobachtung 
fttr genauer gehalten werden muss wie das arithmetische Mittel aus m, 
hingegen für weniger genau wie das arithmetische Mittel aus m+1 
Beobachtungen der Gattung deren Gewicht = 1 gesetzt wird, so ist es 
klar, dass das Gewicht dieser Beobachtung nur gleich m plus einem 
Bruchtheil der Einheit sein kann, und nichts hindert uns in solchen 
Fällen das Gewicht dieser Beobachtung demgemäss anzunehmen , wenn 
nur Mittel vorhanden sind den Bruchtheil zu bestimmen. Aus demselben 
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Grunde sind wir eben so wenig gebindert, das Gewicbt einer Beobacb- 
tung, die für weniger genau gehalten werden muss wie eine Beobacb- 
tung der Gattung, deren Gewicbt ss 1 gesetzt worden ist, durcb einen 
acbten Brucb auszudrücken. 

Endlich bedingt der oben festgesetzte Begriff des Gewichts noth- 
wendig eine positive Zahl, und ein negatives Gewicht kann keinen Sinn 
haben. 



Es ist hiebei noch das Folgende zu bemerken. Da die Genauigkeit 
der verschiedenen Beobachtungen von der ungenauesten an, deren Ge- 
vvicht := angenommen, oder die als verfehlt betrachtet und verworfen 
werden muss, bis zur genauesten durch unendlich kleine Abstufungen 
wächst, so lässt sich gewiss immer eine Gattung von Beobachtungen 
denken, in Bezug auf welche das Gewicht irgend einer beliebigen an- 
deren Beobachtung durch eine ganze Zahl ausgedrückt werden kann. 
Verändert man hierauf die Gattung von Beobachtungen , deren Gewicht 
der Einheit gleich gesetzt worden ist , so kann man dadurch schon auf 
Gewichte kommen, die nicht mehr durch ganze Zahlen ausgedrückt wer- 
den können. Um dieses deutlicher zu machen, will ich annehmen , man 
habe verschiedene Beobachtungen, denen zufolge der Wahl der Gattung 
von Beobachtungen, deren Gewicht = 1 gesetzt worden ist, die Ge- 
wichte 2, 3, 4, etc. beigelegt werden müssen , ändert man hierauf jene 
Gattung von Beobachtungen, die zur Einheit des Gewichts dienen, und 
wählt dafür eine andere, z. B. eine solche deren Gewicht das Dreifache 
jenes ist, dann sind die Gewichte der übrigen Beobachtungen schon 
nicht durchaus mehr ganze Zahlen, sondern gehen in die folgenden über, 
1^, 1 , ^, etc. Man sieht hieraus wie die obige Definition des Gewichts 
auch schon ohne die Betrachtungen des vor. Art. zu Hülfe zu ziehen, 
aufgebrochene Zahlen führen kann. 

8. 

Die Relation, die wir im Art. 5 zwischen dem Gewicht einer Be- 
obachtung und dem Gewicht des arithmetischen Mittels aus einer ge- 
wissen Anzahl gleich guter Beobachtungen aufgestellt haben , fuhrt uns 
auf die Aufgabe zu bestimmen : wie gross denn eigentlich die Genauig- 
keit des arithmetischen Mittels aus einer gewissen Anzahl gleich guter 



^ 
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Beobachtungen in Bezug auf die Genauigkeit einer jeden einzelnen dieser 
Beobachtungen sei? 

Die Lösung dieser Aufgabe föllt der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
anheim, wenn wir erst festgesetzt haben werden, was unter relativer 
Genauigkeit verstanden werden muss. 

»Wenn die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler irgend einer Be- 
obachtung oder irgend eines Resultats aus Beobachtungen zwischen den 
Grenzen — c und + c liegt, der Wahrscheinlichkeit gleich ist, dass der 
Fehler irgend einer anderen Beobachtung oder irgend eines anderen Re- 
sultats aus Beobachtungen zwischen den Grenzen — c und -4- c liegt, 
so verhält sich die Genauigkeit des ersten Resultats zu der des zweiten 
wie c zu c.« 

Vermittelst dieser Definition, die die einfachste und sachgemttsseste 
ist, die man von dem Begriff der relativen Genauigkeit einer Beobach- 
tung oder eines Resultats aus Beobachtungen aufstellen kann , wird es 
leicht sein das Verhältniss der Genauigkeit einer einzelnen Beobachtung 
zu der des arithmetischen Mittels aus irgend einer Anzahl für gleich gut 
zu haltenden Beobachtungen zu bestimmen, wenn wir von dem Gesichts- 
punkt ausgehen, dass das arithmetische Mittel überhaupt der wahrschein- 
lichste Werth der aus diesen Beobachtungen zu bestimmenden Unbe- 
kannten ist. 

9. 

Sei für irgend eine bestimmte Gattung von Beobachtungen die Wahr- 
scheinlichkeit des Fehlers ^ durch 9)^, wo (p ein Functionszeichen ist, 
ausgedrückt, dann wird, wenn wir die Wahrscheinlichkeit, dass der Feh- 
ler irgend einer Beobachtung dieser Gattung innerhalb der Grenzen + c 
liegt, mit w bezeichnen , w gleich der Summe der Wahrscheinlichkeilen 
aller Fehler von — c bis + c, und da die Beobachtungsfehler durch un- 
endlich kleine Stufen wachsen oder abnehmen. 



=/: 



Da ferner jeder Beobachtungsfehler gewiss innerhalb der Grenzen. 
— 00 und + 00 liegt, so ergiebt sich 

1 = 1 (pJ.dJ 
J —00 
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Wenn wir ferner die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Anzahl von 
m gleich guter Beobachtungen beziehungsweise die Fehler jd\ J\ etc, 
^(~) vorkommen mit W bezeichnen, so erhalten wir 

W^ifJ' .fpj" 9)^<"*> 

Diese Sätze ergeben sich aus den Elementen der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung, wenn man die dort angenommenen endlichen Unterschiede 
in den überhaupt möglichen Fallen als unendlich klein betrachtet, oder 
die endliche Anzahl der möglichen Falle in eine unendlich grosse Anzahl 
verwandelt. Endlich folgt aus denselben Betrachtungen, dass die Wahr- 
scheinlichkeit, dass J' zwischen den Grenzen + a , J" zwischen den 
Grenzen + a\ etc. liegt, durch das m fache Integral 

X+a' /%+a" /»+aH 

ausgedrückt wird. Dieser Ausdruck gilt zwar nur wenn die Beobach- 
tungen von einander unabhängig sind, aber diese Bedingung hindert 
nicht ihn auf den Fall auszudehnen, in welchem zwischen den Fehler- 
grenzen a, a\ etc. eine Relation besteht, wenn diese nur so beschaffeis 
ist, dass sie unbeschadet der Unabhängigkeit der Beobachtungen von 
einander stattfinden kann. Wenn nun eine solche Relation angenommen 
wird, so muss man bei den verschiedenen Integrationen darauf Rück- 
sicht nehmen. Sei 

(2) y^f{J',J-...) 

diese Relation, worin y eine gegebene Grösse und f ein Functionszeichen 
ist, und die erste Aufgabe sei« die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, 
dass y zwischen den Grenzen + h liege. Man muss um diese Aufgabe 
zu lösen, zuerst vermittelst dieser Relation eine der Veränderlichen J\ 
J\ etc. nebst dem Differential derselben aus dem obigen m fachen Inte- 
gral eliminiren. Sei zu diesem Zweck 

(3) . . . . z^^"^ = F (y, J\ J" z^^""*^) 

wo wieder F ein Functionszeichen ist, der Ausdruck für J^'^\ welcher 
sich aus dem obigen Ausdruck für y ergiebt, so bekommt man, wenn 
man nicht blos J^"^^ und dJ^"^^ eliminirt, sondern auch den obigen Aus- 
druck für W substituirt, 

(4) WdJ\dJ\..dJ^'^^=K.q>J\(pJ\..(pJ^'''-'\dJ\dJ\..dJ^''''Kd^ 



\ 



4ö] VON DER Methode der kleinsten Quadrate etc. 685 

wenn mao zur Abkürzung 

setzt, und die m fache Integration der rechten Seite dieser Gleichung 
mu33 jetzt so ausgeführt werden, dass man J', J\ . . . J^"^"^^ inner- 
halb der Grenzen ausdehnt, für welche, wenn man y zwischen den 
Grenzen + b nimmt, die Function F für ^"*^ alle möglichen Werthe 
giebt. Die Integration endlich in Bezug auf y muss innerhalb der Gren- 
zen ^ h ausgedehnt werden. 

iO. 

Wenn wir nun das Vorstehende anwenden wollen um die Wahr- 
scheinlichkeit zu finden , dass die Summe der Fehler von m Beobach- 
tungen innerhalb der Grenzen + 6 liege, so wird die Relation (2) in 

y = z/'-h^"+ . . . +^<-> 

übergehen. Ich ziehe aber vor einen Schritt weiter zu gehen, und statt 
dieser Relation die folgende allgemeinere einzuführen, 

y = «'z/'-f-6V'+ . . . +e^">^("'> 

worin «', e, . . e^"*^ gegebene, numerische Coeflficienten bedeuten sollen, 
denn hiedurch können wir die Auflösung unserer Aufgabe, wie sich 
weiter unten ergeben wird, sogleich auf den Fall ausdehnen, in welchem 
die Beobachtungen verschiedene Gewichte haben, während der ein- 
fachere Fall, in welchem die Gewichte aller in Betracht gezogenen ein* 
ander gleich sind, daraus erhalten wird, wenn man 

ö' s «" = etc. = c^"*^ = 1 

setzt. Die oben angenommene Relation giebt 

^ ' = 7^ 

welche der allgemeinen Relation (3) entspricht. Hieraus ergiebt sich also 

dy "~ «("•) 

Da ferner möglicher Weise jeder Fehler zwischen den Grenzen 
— oo und +00 liegen kann, und die Annahme dieser Grenzen fllr 
J\ J\ . . . z/^"*"*^ nebst den Grenzen +6 fiir y in Folge der vor- 
stehenden Gleichung dem Fehler J^"^^ alle möglichen Werthe zutheilt, 
so müssen die Integrationen innerhalb dieser Grenzen ausgeführt werden. 
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Wenn wir daher die Wahrscheinlichkeit, dass die Summe der bez. mit 
6 , e\ . . . «M multiplicirlen Beobachtungsfehler innerhalb der Grenzen 
+ b liege, mit W bezeichnen, so wird zufolge der (4) 

/»+00 >^+CX) /»+00 /»+6 

(5)..W' = -^/ I ...j I M.<pJ'.<pJ\...g>Ji^-*) 

wenn zur Abkürzung 

gesetzt wird. 

11. 

Um diesen Ausdruck integriren zu können , müssen wir die Func« 
tion q> kennen, und die Kenntniss davon erlangt man durch den an 
die Spitze dieser Abhandlung gestellten Grundsatz. Nehmen wir die 
Gleichung 

wieder vor, in welcher W die Wahrscheinlichkeit ist, dass in einer Reihe 
von m gleich guten Beobachtungen die Fehler J\ J\ . . . ^W vor- 
kommen. Indem wir uns wieder des oben angezogenen Grundsatzes 
bedienen, nehmen wir zugleich an, dass das Zusammentreffen der durch 
diese Annahme sich ergebenden Fehler der Beobachtungen die grösste 
Wahrscheinlichkeit habe; die eine dieser Annahmen ist in der anderen 
enthalten. Wenn aber das Zusammentreffen der unter der genannten 
Bedingung sich ergebenden Fehler das wahrscheinlichste ist, so muss 
nothwendiger Weise W ein Maximum werden. Diese Bedingung giebt 
die Gleichung 

" — ipJ\dJ' de "*■ ipJ".d^' dß +•••-*■ ^^m)^m) de 

wenn c das arithmetische Mittel aus den Beobachtungen bedeutet. Wenn 
aber wieder die beobachteten Werthe der Unbekannten mit n , n", . . . 
nM bezeichnet werden, so wird 

J' = n—c, J" = n—c, . . . z/W = n(^)—c 

und daher 

dz/' _ d^' _^ . __ dzf<*) 



de de 'de 



K 
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die obige Gleichung gebt biemit in 



über. Aber im Art. 2 wurde gefunden, dass in Folge der Annahme des 

arithmetischen Mittels als den wahrscheinlichsten Werth der Unbekann- 1 

ten, die Summe der übrig bleibenden Fehler Null ist, und hieraus er- i 

halten wir jetzt i 

und da diese mit der Gleichung (6) zugleich stattfinden muss, so ergiebt 
sich allgemein, dass 

sein muss, wo k eine Gonstante ist, denn auf andere Art lässt sich den 
beiden Gleichungen zugleich nicht Gnüge leisten. Das Integral der 
vorstehenden Gleichung ist 

wo / die Integrationsconstante und e die Grundzahl der natürlichen Lo- 
garithmen ist. Hiemit erhalten wir 

W = /•» e* (-^'•+^"+ . • • H-^"*^ ") 

und wenn die Summe der Quadrate der Fehler eines Maximums f^ig 
wäre, so müsste k positiv angenommen werden. Da aber diese Summe 
nur eines Minimums fähig ist, so muss nothwendig k negativ sein, damit 
W ein Maximum werde. Setzt man um dieses auszudrücken fc = — h\ 
so wird 

Es muss ferner, wie oben gezeigt wurde 

»+0O 

(p/f . d^ =: 1 



L 



CO 



werden, und da 



/ 



+00 — Ä*.i* y— 



ist , wenn n das Yerhältniss des Kreisumfanges zum Durchmesser be- 
zeichnet, so ergiebt sich / =: -^, und es wird schliesslich 

9^='y7'' ^) 

Abhtudl. d. K. 8. Gesellsch. d. Wiasensch. XIII. 44 



k 



588 P. A. Hansen, [<8 

und 

wo J'^+ J'^^ ... +^^**^^ eiü Minimum isl. Es folgt hieraus wieder 
der Satz, dass wenn man eine Unbekannte durch das arithmetische 
Mittel aus den dafür erhaltenen Beobachtungen bestimmt, man zugleich 
dadurch bewirkt, dass die Summe der Quadrate der übrig bleibenden 
Fehler ein Minimum wird ; welcher Satz im Art. 3 auf andere Art schon 
bewiesen wurde. 

12. 

Es sollen nun, um in den folgenden Ausdrücken eine leichtere 
Uebersicht zu gewinnen, die folgenden Abkürzungen in den Bezeichnun- 
gen eingeführt werden, 

Substituirt man nun den unter (7) erhaltenen Ausdruck für (pA in den 
Ausdruck (5), so ergiebt sich 

»+00 /»+6 

w 

-OO ^ — OO ^ —CO« 

wo zur Abkürzung 

gesetzt worden ist. Betrachtet man aber das Integral 

»+00 



/»+00 /»+00 /»+00 /»+6 

•/— OO •^— OO J ^coJ —h 






-OO 



und setzt darin 



so wird es 






«/— OO 



\ 
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folglich, da 



/»+00 



h 

-oo 



ist 

Wendet man diesen Ausdruck auf den obigen Ausdruck für W an , so 
ergiebt sich nach der ersten Integration 

y»+00 /»+00 p-^b 

ist. Nach der zweiten Integration erhält man 

^ /»+0O /»+00 /»+6 

«/— oo *'— oo V —i, 
ist, nach der dritten Integration wird 

/. i ^+0O /.+00 «+fr 

^»i^/rp^^N^^Ti^/ •••/ I E"dj^\...dJi-^-^).dy 



WO 






ist, und das Gesetz des Fortganges stellt sich jetzt deutlich hervor- 
Nach der (m— 2)ten Integration wird folglich 



»+00 /»+& 



«/ — oo ^ —0 



ist. Führt man nun auch die (m — 1)te Integration auf dieselbe Weise 
aus und substituirt die Ausdrücke der eingeführten Hülfsgrössen, so be- 
kommt man 

44* 



\ 
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W = , ^ " I e e'*+^'«+... +€(-)• dy 

womit alle Integrationen ausgeführt sind , die man ohne Hülfe von un- 
endlichen Reihen erhalten kann. 

Nehmen wir nun an , dass die eben gefundene Wahrscheinlichkeit 
der Wahrscheinlichkeit gleich sein soll, dass der Fehler irgend einer der 
in Betracht gezogenen Beobachtungen innerhalb der Grenzen + a ent- 
halten sei, so wird zufolge des Vorhergehenden auch 



W'=z-^f e-^Vdy 



und es muss die Relation zwischen a und b aus der folgenden Gleichung 
bestimmt werden 

Sei 

dann wird 

— I 
wenn 

gesetzt wird. Die obige Bedingungsgleichung geht hiemit in die fol- 
gende 



^ I e €'«+€"•+ . ..+«(«)» dy = i e -^V du 



^ -äV dy = I c -äV rft^ 



über und hieraus folgt 



welches die gesuchte Relation ist. 
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Diese Relation giebt in Verbindung mit der im Art. 8 gegebenen 
Definition der relativen Genauigkeit sogleich den folgenden 

Isten Satz« 

»Die Genauigkeit der Summe von m gleich guten, beziehungsweise 
mit den gegebenen Factoren e\ e\ . «W multiplicirten Beobachtungen 
verhält sich zur Genauigkeit Einer dieser Beobachtungen wie 

Nehmen wir an, dass e = e" = etc. = «W = — sei, dann geht 

die eben bezeichnete Function der Beobachtungen in das arithmetische 
Mittel aus denselben über, und wir erhalten daher sogleich den folgenden 

2ten Satz. 

»Die Genauigkeit des arithmetischen Mittels aus m gleich guten 
Beobachtungen verhält sich zur Genauigkeit irgend Einer derselben wie 

yin : 1.« 

Die Verbindung dieses Satzes mit der im Art. 5 aufgestellten De- 
finition des Gewichts einer Bestimmung aus Beobachtungen zeigt , dass 
das Gewicht einer Beobachtung oder eines Resultats aus Beobachtungen 
dem Quadrat der Genauigkeit derselben proportional ist. 

Man kann den ersten obigen Satz leicht auf Beobachtungen von 
ungleicher Genauigkeit ausdehnen. Wenn man annimmt, dass die Fehler 
e'y e\ . . . eW solchen Beobachtungen angehören, deren Genauigkeiten 
bez. den Zahlen Vp\ V^\ . . . KpW proportional sind, so gehören 
die Fehler e y^, d' Yp' - • - e'*^' ]/joW gewiss Beobachtungen von 
gleicher Genauigkeit an , denn durch die Multiplication der Fehler mit 
den Zahlen Vp\ Vp\ etc. werden diese gewiss V^mal V^'mal, etc. 
vergrössert, also die Genauigkeiten gewiss eben so viel verkleinert, und 
auf gleiches Maass gebracht. Bezeichnen wir daher die Fehler e Yp\ 
e Yp^y etc. mit J\ J\ etc., so kann der Ausdruck 

Jrt- 

sogleich in den folgenden verwandelt werden 



yy yv' "' y^ 



V 
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und hiemit ergiebt sich der 

3te Satz. 

»Die Genauigkeit der Summe von m, bez. mit den gegebenen Fac- 
toren e, «", . . . e'*^) multiplicirten Beobachtungen, deren relative Ge- 
nauigkeiten den Zahlen Yp\ Vp\ . . . Yp^'^^ proportional 45ind, oder mit 
anderen Worten, denen die Gewichte p', p\ . . .pW beigelegt virerden 
müssen , verhält sich zur Genauigkeit Einer Beobachtung der Gattung, 
deren Genauigkeit oder Gewicht als Einheit angenommen worden ist, wie 



< : VT+^+- + 



«("•)» 

>« 



Das Gewicht eines aus solchen Beobachtungen gezogenen Resultats 
hat also, wenn man es mit P bezeichnet, 

/g\ p j^ \ 

P' "*" P" "*■'••■*■ p(«) 

zum Ausdruck , und bedeutet , dass dieses Resultat fUr eben so genau 
gehalten werden muss, als wäre es das arithmetische Mittel aus JP sol- 
cher Beobachtungen, deren Gewicht oder Genauigkeit =s 1 ist. 

U. 

Wenden wir zu näherer Erläuterung des Ausdrucks (8) denselben 
auf die einfachsten Functionen von zwei Grössen an. Seien durch die 
Beobachtungen die Grösse a mit dem Gewicht p, und die Grösse d mit 
dem Gewicht p' erhalten, man fragt zuerst nach dem Gewicht der 
Function 

i(«±a') 
Hiefür giebt der Ausdruck (8), da hier «'5=^,6''== +4^ ist 

~ P+P' 

oder wenn p = p ist, 

P = 2p 

mit dem 2. Satze übereinstimmend , wenn wir blos das obere Zeichen 
annehmen. Fragt man ausserdem nach dem Gewicht der Function 

a ±^a 

wenn die Gewichte dieselben sind wie vorher, so giebt der Ausdruck 
(8), da nun «' = 1, / = +■ 1 ist. 
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p pp^ 

oder wenn man f ^ p macht 

P = ip 
Wenn man hier unter a und al die bei einer Triangulation von einer und 
derselben Station aus eingeschnittenen Richtungen zweier Dreiecks- 
punkte versteht, so ist a — a' der durch die Beobachtungen erhaltene 
Winkel zwischen diesen beiden Punkten , und setzt man das Gewicht 
der Bestimmung einer jeden der beiden Richtungen =: 1, so ist das 
Gewicht des Winkels nur =s ^ , oder die Genauigkeit des Letzteren nur 

-Vi- 

15. 
Nehmen wir jetzt wieder die Gleichung (1 ) vor, nemlich 

welche den wahrscheinlichsten Werth von x giebt, wenn die beobach- 
teten Werlhe iV, N\ N", etc. bez. die Gewichte m, m\ m\ etc. haben. 

Wenn nun die Beobachtungen nicht unmittelbar x=iN,xssN\ etc., 
sondern statt dessen oo^ssn, dx=^n, etc. gegeben haben, wo a, a, etc. 
bestimmte, durch die Theorie der Aufgabe, welche auf die Bestimmung 
von X hinführt, gegebene numerische Coefficienten sind , dann ist in den 

aus diesen Gleichungen folgenden Werthen a? = ~, a?'^^, etc. -^ ge- 
wiss amal genauer wie n, ^ gewiss a mal genauer wie n, u.s.w., weil 

die Fehler, womit n, n, etc. behaftet sind, durch die angeführten Divi- 
sionen gewiss a, a, etc. mal verkleinert worden. Wenn nun die Ge- 
nauigkeit aller Beobachtungen, welche n, n', etc. gegeben haben, für 
dieselbe gehalten werden muss, so werden in Folge der Gleichung (8) 
die Gewichte der daraus hervorgehenden einzelnen Bestimmungen 

X — ^ , X — ^, , a; 3= ^,, » 

bez. a^ a'^ a^, etc. sein, wenn |)'=p"Äetc. = 1 gesetzt wird. Es 
wird daher jetzt 

m =s a^, m' = a'^, m = a"^ etc. 

iV = i. iV' = ^. iV- =: J, etc. 
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und der durch die oben angeführte Gleichung ausgedrückte wahrschein- 
lichste Werth von x bekommt 

zum Ausdruck , und das Gewicht dieser Bestimmung ist =s a^ + a ^ 



16. 

Wenn hingegen die Beobachtungen , welche n für ax, li für dxy n 
für ax, u. s. w. gegeben haben, für ungleich genau gehalten werden 
müssen , und zwar die erste für so genau wie das arithmetische Mittel 
aus p, die zweite für so genau wie das aus p\ die dritte für so genau 
wie das aus p\ u. s. w. Beobachtungen von gleicher als Einheit ange- 
nommener Genauigkeit , so werden die Gewichte der einzelnen Bestim-^ 
mungen von ax, ax^ ax, etc. zufolge der Gleichung (8) a^, a'y, a^\ 
etc. zum Ausdruck haben, und es wird also jetzt 

tn = ä^, m' ssi a^ , fn =s a^\ etc. 

wahrend wie vorher die Gleichungen 

^=T'^'=7. ^"-S. etc. 

bleiben. Der allgemeine Ausdruck zu Anfang des vor. Art. giebt folg- 
lich jetzt für den wahrscheinlichsten Werth von x den Ausdruck 

/Qx pofH-p'aV+t/W^4- . . . 

\^) ^ ~ pa»+pV»+|i"a"*+ . . . 

mit dem Gewicht = pa^+pa^+p"a^+ • . . 

Man sieht, dass der am Ende des vor. Art. gefundene Ausdruck 
für X sich als einen speciellen Fall des vorstehenden ausweist , wie es 
auch sein muss, und dass der vorstehende in jenen übergeht, wenn man 
alle Gewichte p, p\ p\ etc. einander gleich macht. 

Der eben gefundene Ausdruck für x kann auf zweierlei Weise ein- 
fach durch Worte ausgedrückt werden. 

1 ) Wenn man für die Bestimmung der Unbekannten x durch Be- 
obachtungen , die von einander unabhängig sind , die Werthe n, n\ n\ 
etc. erlangt hat, denen bez. die Gewichte /), p\ p\ etc. beigelegt werden 
müssen, und die mit der Unbekannten durch die Gleichungen 

(m; = n, ax ^i fl , ax = n , etc. 



K 
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verbundeD sind, dann erhält man den wahrscheinlichsten Werth von x, 
wenn man jede dieser Gleichungen mit dem Produkt des Gewichts der- 
selben in den CoefBcienten von x muUiplicirt, die so abgeänderten Glei- 
chungen addirt, und aus dieser Summe x auf gewöhnliche Art ableitet, 
nemlich das bekannte Glied mit dem Goefficienten von x dividirt. Das 
Gewicht dieser Bestimmung ist dem eben genannten Divisor gleich. 

2) Man bringe die gegebenen Gleichungen auf Gleichungen, die 
gleiche Genauigkeit haben, welches dem Vorhergehenden zufolge da- 
durch bewirkt wird , dass man sie bez. mit }//), yj7, ]/p^, etc.. muUi- 
plicirt, wodurch 

Yp.a X = Vp^n , Vp^.ax =s Vp- »' , Vp^- ax = V^.n , etc. 
erhalten wird. Hierauf multiplicire man jede dieser Gleichungen mit 
dem jetzt stattfindenden CoefBcienten von x , bilde die Summe dersel- 
ben, und dividire wieder das bekannte Glied mit dem nunmehrigen 
CoefBcienten von x. Es ist klar,, dass der obige Ausdruck für x auch 
aus diesem Verfahren hervorgeht. 

17, 

Wenn die Bedingung, die das Vorhergehende involvirt, nemlich 
dass die Unbekannte unmittelbar durch eine linearische Gleichung gege- 
ben sei, nicht erfüllt ist, so erleiden die erhaltenen Ausdrücke durchaus 
keine Aenderung. Um dieses zu zeigen, sei überhaupt 

fX = N 
wo f ein Functionszeichen und X die Unbekannte ist , die Gleichung, 
welche die Lösung einer vorgegebenen Aufgabe bildet, und so beschaffen 
ist, dass der vollständige Werth von N nur durch Beobachtungen erlangt 
werden kann. Sei f ein genäherter Werth von X, und der wahrschein- 
lichste Werth dieser Unbekannten 

X= S + x 
wo I so nahe richtig angenonmien wird, dass man mit der Berücksich- 
tigung der ersten Potenz von x ausreicht. Setzt man hierauf 

fS = p. -%l- = a, N-v^n 

so bekommt man 

ax =z n 

Wendet man die Gleichung fXssN' auf einen anderen Fall an, der aber 

so beschaffen sein muss, dass die Unbekannte X keine Aenderung erlei- 
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det, und nur in der Function /* ausser N sich eine oder mehrere Con- 
stanten geändert haben, dann ergiebt sich eben so 

u. s. w. Durch dieses Verfahren kann man jedem Falle die der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung zu unterwerfenden Bestimmungen auf linearische 
Gleichungen von der Form hinfahren, die im Vorhergehenden angenom- 
men worden sind. 

§. 2. Ansdelumg des VorliergelieBdeB mf dea Fall, ib welclieH die 
Werthe Hekrerer nabhäigiger ÜHbekauteB dvrdi BeobaditngeB n 

bestttUMi aM« 

18. 

Bis jetzt ist angenommen worden, dass die durch Hülfe der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung zu losende Aufgabe auf nur Eine Unbekannte 
hingeführt hat, während von nun an die Fälle betrachtet werden sollen, 
wo mehrere Unbekannten vorhanden sind. An den Inhalt des vor. Art. 
anknüpfend bemerke ich zuerst, dass auch in diesen Fällen die Bestim- 
mung der wahrscheinlichsten Werthe der Unbekannten auf die Ermitte- 
lung derselben aus einem System von linearischen Gleichungen hinge- 
führt werden kann. Seien die Gleichungen , die die Auflösung der Auf- 
gabe bilden , 

f{X, X', X\ etc.) = L 

F(X, X\ X^ etc.) = L' 
(p{X, X\ X\ etc.) = V 
u. s. w. wo /*, F, (p etc. Functionszeichen , X, X\ X^ etc. die Unbe- 
kannten, und L , L\ V, etc. durch Beobachtungen zu ermittelnde Grössen 
sind. Nachdem man sich die genäherten Werthe f, f', f", etc. der Unbe- 
kannten verschafft hat, welches immer möglich ist, seien die wahrschein- 
lichsten Werthe derselben 

X = | + a:, X' = f'+i:', r = r + i:\etc. 
wo X, x\ x\ etc. so klein angenommen werden, dass man mit den ersten 
Potenzen derselben ausreicht. Setzt man hierauf 

f (f, ^\ r. etc.) == X 

F% I', i\ etc.) = A' 

y(l, l', l^ etc.) = A" 

etc. 



kk 
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(-w) = " • (-*-) = ' • {-w) = ".«•«• 

(■!-) = •■. (#■) = »■• (■^) = «'.«^- 

etc. etc. 

so werden 

ax + 6 j:' + ca?" -I- etc. -h ^ =: L 

</jp + 6'a?' + ex" + etc. + i' = L' 

ax+b X + cx + etc. + A s: L 
etc etc. 

welche Gleichungen die verlangte Form haben, und zu welchen bemerkt 
werden kann, dass alle durch die Rechnung erhaltenen Grössen sich auf 
der einen , und die durch die Beobachtungen erhaltenen Grössen sich 
auf der anderen Seite der Gleichheitszeichen befinden , gleich wie dieses 
in den ahnlichen Gleichungen des vor. §. auch stattfand. Setzt man 
ferner 

L-A«i, L'-A' = /', r— r = r, etc. 

so werden die vorstehenden Gleichungen 

ax+ hoi + ex" + etc. = l 
ax + 6V + ex" + etc. = l' 

U .1*'- U U ^ . wH 

ax + bx +ex -*- etc. = l 
etc. etc. 

in welchen, wenn die Beobachtungen nur nicht gar zu ungenau sind, 
oder die genäherten Werthe £, 1", l", etc. der Unbdcannten sich nicht 
allzuweit von den wahren oder wahrscheinlichstßn Werthen entfernen, 
die vlAlig bekannten Glieder Ideine Zahlenwerthe haben. 

SoJHe es sich nach der Durchführung der Auflösung dieser Glei- 
chungen zeig«! , dass die zu deren Erlangung angewandten genäherten 
Werthe {, £', f", etc. nicht so genau gewesen sind, dass man mit den 
ersten Potenzen von x, af, sf, etc. ausreichte, so giebt die Auflösung 
wenigstens mehr genäherte Werthe der Unbekannten, durch deren Sub- 
stitution und Wiederholung der Auflösung man genauere Werthe erhält, 
n. 8, w. wenn nöthig. 

Fassen wir vor allem Anderen die Zahl der Gleichungen (1 0) und 
die Zahl der darin vorkommenden Unbekannten in's Auge, so sind drei 
Falle möglich, es kann 
1) die Zahl dieser Gleichungen kleiner sein yne die) der Unbekannten, 
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2) die Zahl der GleichuDgen denen der Unbekannten gleich sein« 

3) die Zahl der Gleichungen grösser sein, wie die der Unbekannten. 

Im ersten Falle ist es hier, wie immer, unmöglich bestimmte Wer- 
the der Unbekannten zu erhalten , im zweiten lässt sich nichts weiter 
thun , wie die Gleichungen auf gewöhnliche Weise aufzulösen , und nur 
im dritten Falle fällt die Auflösung derselben in den Bereich der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung. Der dritte Fall soll daher im Folgenden stets 
als stattfindend angenommen werden, wobei der zweite Fall jedoch 
nicht unbedingt ausgeschlossen ist, da sich zeigen wird, dass die für 
den dritten Fall sich ergebende Auflösung auch auf den zweiten an- 
wendbar ist, alsdann aber dieselben Werthe der Unbekannten giebt, die 
man durch die gewöhnliche Auflösung erhält. 

19. 

Die Gleichungen (1 0) lassen sich sofort auf die allgemeinsten der 
im Vorhergehenden betrachteten Gleichungen , nemlich auf 

ax ssz n j a'x := n y ax ^ »", etc. 

hinführen , es braucht dafür nur 

n = 1 — &a? — ca? -^ . . . 

. n =s l — bx — ex — ... 

n ^ i '^ X '^ c X — ... 
etc. 

gesetzt zu werden. Die Grössen n, n', n\ etc. haben zwar gegenwärtig 
keine bestimmten Werthe wie im Vorhergehenden der Fall war, son- 
dern hangen mit von den noch unbestimmten Grössen x, x\ etc. ab. 
Aber die einzige Eigenschaft worauf es hier ankommt besitzen sie, sie 
sind Grössen, die durch Beobachtungen bestimmt werden, und die 

Functionen 

/i I ff 

— bx —ex — ... 

w if f f ff 

[ — bx — cx — ... 

pl t ff J ff It 

l — b X -^ cx — ... 

u. s. w. sind jetzt eben sowohl die durch Beobachtungen erlangten Wer- 
the von ax, a'x, ax, etc. wie n, »', n\ etc. im Vorhergehenden. Der 
Ausdruck (9) ist daher immer noch der wahrscheinlichste Werth von x , 
wenn den Gleichungen (10), oder vielmehr den in denselben enthalte- 
nen Grössen /, l\ l", etc. der Reihe nach die Gewichte p, p\ p\ etc. 
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beigelegt werden. Substituiri man daher die vorstehenden Werthe von 
n, n, n", etc. in die Gleichungen (9) und setzt zur Abkürzung 

{aa) = jpa' + pa'^ -i- p"a^ + . . . 

[ab) = pab +pdb' + pdV + . . . 

ac) =ss pac +pac ^-p ac + ... 

[al) = pal + jpV/' + pVr + . . . 
so wird der wahrscheinlichste Werth von x 

{al) - {ab)a/ - {a c)a/' - . . . 

(aa) 

Wenn nun durch anderweitige Bestimmungen die wahrscheinlich- 
sten Werthe von x\ x\ etc. erlangt werden können, so giebt die Sub- 
stitution dieser einen bestimmten wahrscheinUchen Werth von x. Solche 
anderweitigen Bestimmungen sind zu erhalten , denn dasselbe Verfahren, 
welches wir eben zur Bestimmung von x angewandt haben, kann auch 
zur Bestimmung der übrigen Unbekannten angewandt werden. Setzt 

man jetzt 

n = l — ax — ex" — ... 

n SS l — a'ic — ca? — ... 

n ssi l — aa; — ca? — ... 

u. s. w. und substituirt diese in die (9) , nachdem sie in die folgende ab- 
geändert worden ist, 

^ — pft^ + p'y' + p'VV» ... 

SO wird der wahrscheinlichste Werth von x 

/ {h{j --• (äb)x - {bc)af'-.,. 

wenn zur Abkürzung 

{bb)=pb^+pb'^ +/P ^ ^^ 
(6 c) = pbc+p'b'c + p"6V + . . . 



{bi) = pbi +pbr+pbr +... 

gesetzt wird. Eben so erhält man fUr x" den wahrscheinlichsten Werth 



X 



II (c^ — (ac)x — (lc)x^ — . . . 



WO 



{cc) 
[CC) =pt^+pC^ +pV2 -1- ., 

(ci) = pci+p'ci'+p'cr+ ., 
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ist, and so ferner, wenn die Zahl der Unbekannten grösser ist. Da die 
für Xy x\ x\ etc. eben entwickelten Gleichungen neben einander beste- 
hen müssen, so erhalt man die wahrscheinlichsten Werthe der Unbe- 
kannten in bestimmten Ausdrücken durch wechselseitige Elimination 
derselben, aus den obigen Gleichungen, die auch wie folgt gestellt wer- 
den können 

{aa)x + {ab)x + (acY -i- . . . = (a/) 
\ah)x + {bh)x' H- {hc)x -h . . . = (fc/) 
[ac)x + {f)c)x -h {cc)x + ...:= (c/) 
etc. etc. 



(11) 



20. 

Die im vor. Art. erhaltene Auflösung unserer Aufgabe kann erst 
dann als vollständig betrachtet werden, wenn nachgewiesen wird, dass 
das System von Gleichungen (11), auf welches wir gekommen sind, so 
beschaffen ist, dass in jedem Falle die Unbekannten daraus bestimmt 
werden können. Die erste Bedingung hieflir ist, dass die Zahl der Glei- 
chungen der der Unbekannten gleich ist, und dass diese Bedingung er- 
füllt ist, lehrt der Augenschein. Die zweite Bedingung ist, dass von 
den gegebenen Gleichungen keine in den übrigen enthalteu ist, oder 
ihnen widerspricht, und dieses ist hier zu untersuchen. 

Bezeichnen wir die Gleichungen (11) zur Abkürzung mit t; = 0, 
t;' = , / = , etc. , dann wird das Nichtvorhandensein der zweiten 
Bedingung zur Folge haben, dass sich eine Gleichung von der Form 

V -I- av +/St;" -I- =8 oder = constante. 

aufstellen lässt, die unabhängig von den Unbekannten erfüllt ist, und 
umgekehrt, wenn eine solche Gleichung nicht vorhanden ist, dann ist 
die obige zweite Bedingung erfüllt, und die Unbekannten x, x\ x\ etc. 
sind durch die Gleichungen (11) bestimmbar. Substituirt man die Glei- 
chungen (1 1) in die vorstehende, und setzt, wie für das ErfUlltsein der- 
selben noth wendig ist, die CoefBcienten der Unbekannten, jeden für 
sich, gleich Null, so bekommt man 

' = {oG^ -h a(afe) +/?(ac) -h . . . 
= (a6) + a(66) + /S(6c) + ... 
= {ac) + a^c) -I- /?(cc) -I- . . . 
etc. etc. 



(12) 
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deren Anzahl um Eine grösser ist, wie die der Unbekannten a, ß, etc., 
und die also nur bedingungsweise erftült werden können. Seien 

Q sspa -f-apfc +ßP<^ + ••» 

q' SS pä + apb' + ßp'c + . . . 

Q SS pa -^apb +ßpc + ... 

etc. etc. 

erhebt man diese ins Quadrat, dividirt darauf bez. mit p, p\p\ etc. und 
addirt, so wird in Folge der (12) 

0=-?^ + ^ + ^ + 

woraus , da alle p positiv sind 

() = 0, p'=0, (>''=cO,etc. 

folgt. Es wird also 

= a -i-at +/?c + ... 
» a' + afc'-t-/?c '+ ... 
= a"-l-a6'-|-/Sc''+ ... 
etc. etc. 

Diese sind die Gleichungen (1 0), von welchen wir ausgegangen sind, 
mit dem Unterschiede , dass die völlig bekannten Glieder fehlen , und 
die Zahl der Unbekannten um Eine kleiner ist. Den vorstehenden Glei- 
chungen kann aber nur in dem Falle Gnttge geleistet werden, wenn un- 
ter ihnen eine so grosse Anzahl in den ttbrigen enthalten ist , dass die 
Zahl der von einander unabhängigen m — 1 ist, wenn m die Zahl der 
Unbekannten x, x\ x\ etc. bezeichnet. In diesem Falle können aber aus 
den (1 0) die Unbekannten überhaupt nicht bestimmt werden. Sind im 
Gegentheil von den vorstehenden Gleichungen gar keine, oder eine ge- 
ringere Zahl in den ttbrigen enthalten , so kann weder diesen noch den 
Gleichungen (12) Gnttge geleistet werden, und die Gleichungen (11) 
bestimmen die Unbekannten unzweideutig. Wir kommen daher auf den 
Schluss, dass wenn durch die Gleichungen (1 0) die Unbekannten entwe- 
der völlig bestimmt, oder mehr wie bestimmt sind, die (1 1) die Unbe- 
kannten völlig bestimmen , wenn aber im Gegentheil die (1 0) die Unbe- 
kannten unbestimmt lassen , so ist dasselbe mit den (11) der Fall. 

Dieser Satz ergänzt die am Schlüsse des Art. 18 aufgestellten 
Satze. 
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Da nun durch die Ermittelung der Unbekannten aus den (11) im 
Allgemeinen keine der (1 0) vollständig erfüllt wird , so kann man nach 
einer Relation zwischen den ttbrig bleibenden Fehlern fragen , und es 
zeigt sich leicht, dass eine solche vorbanden ist und darin besteht, dass 
die Summe der mit den bez. Gewichten multiplicirten Quadrate der 
ttbrig bleibenden Fehler ein Minimum wird. Denn stellt man diese Be- 
dingung auf, nemlich 

p{ax -I- bx' + ex + ... — ly 
+ p'{a'x+b'x + cx + ... —If 
H- fipl'x + h"x + ex -h ... — t'Y+ etc. = Minimum 

und entwickelt sie, so bekommt man die Gleichungen (11) wieder, 
gleichwie sich im Art. 3 zeigte, dass die Summe der Quadrate der ttbrig 
bleibenden Fehler bei der Bestimmung Einer Unbekannten aus gleich 
guten Beobachtungen ein Minimum wird, wenn man das arithmetische 
Mittel aus allen Bestimmungen als den wahrscheinlichsten Werth der 
Unbekannten betrachtet. 

Den obigen Satz, den man sonst voran zu stellen pflegt, haben 
wir hier aus dem zu Anfang dieser Abhandlung aufgestellten Grundsatz 
abgeleitet, um zu zeigen, dass er eine nothwendige Folge desselben ist 

Zur vollständigen Auflösung der Aufgabe , die uns jetzt beschäf- 
tigt, gehört auch die Bestimmung der Gewichte der Unbekannten x, x\ 
x\ etc. Da das Verfahren , durch welches diese Unbekannten im Vor- 
hergehenden bestimmt worden sind , auf linearische Gleichungen gefllhrt 
hat, so ist es klar, dass man jede derselben als linearische Function der 
bekannten Glieder (a/), (6/), (c/), etc. der Gleichungen (11) darstellen 
kann , und da wiederum jedes dieser Glieder eine linearische Function 
der durch die Beobachtungen unabhängig von einander erhaltenen 
Grössen l^ l\ l'\ etc. ist, so kann man auch die Unbekannten als linea- 
rische Functionen dieser letzt genannten Grössen darstellen. Seien 
daher 

X = u + xr+x"i"+ ... 

(13) .... I aj'= x/H-xT+xT-i. ... 
X ^= fil + fi l + fi l -H ... 



\ 
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u. s. w. dann sind A, A', etc., x, x, etc., /u, (i, etc. bestimmte numeri- 
sche CoefiBcieDten , deren Werthe jedenfalls zufolge des Vorhergehenden 
ermittelt werden können. Bezeichnet man nun die Gewichte dieser Be- 
stimmungen von X, j/, x\ etc. mit P, P, jP", etc. so wird sogleich in 
Folge der Gleichung (8) 

— s— -TL- .i. iL- j. ±_ .A. 

P p ^^ p' ^^ f/' ^^ • • • 

1 V x'* «"• 

■pT — — + ^ + -^+... 

P" — p ^ p' ^ p" ^ • • • 

u. s. w. Durch die unbestimmte Auflösung der Gleichungen (11) er- 
halt man 

X =(1.i)(a/) + (i,2)(6/)-h(1,3)(c/)+... j 

si = (1,2) (fl/) + (2,2) [ht) + (2,3)(c/) + . . . [ . . (U) 
a;" = (1.3) (aQ + (2,3) [ht] -h (3,3) (c/) + . . . ) 

u. s. w. wo (1,1), (1,2), etc. bestinmite numerische Werthe haben. Sub- 
-stituirt man die Ausdrücke des Art. 19 filr (a/), (6/), etc. in die vorstec- 
henden Gleichungen, so erhält man 

X = {(1,1);)a +(1,2)p6 + (1,3)pc + ...\l 
+ {(1,1)/a' + (1,2)p'6' + (1,3)pV+ ...}/' 
+ etc. 
x' = )(1.2)jpa+(2.2)p6+(2,3)pc+ ...}/ 
+ {(1,2)pV + (2,2)p'fe' + (2,3)pV+ ...}/' 
+ etc. 
u. s. w. Vergleicht man diese mit den (1 3) , so wird 

X = (1,1)/)a +(1,2)p6 +(1,3)|)c + .. 
Ä' = (1,1)pV + (1.2);)'6' + (1,3)pV+.., } . . (15) 
etc. 

% = (1,2)pa+(2,2)p6 +(2,3)jpc + .., 
x' = (1 ,2)p'a + (2,2)p'6' + (2,3)p'c' + . . . [ . . (16) 
etc. 

u. s. w. Multiplicirt man aber die ursprünglichen Gleichungen (1 0) der 
Reihe nach erst mit A, X\ X\ etc. und addirt, dann mit », x , x\ etc. und 
addirt, u. 8. w., so ergiebt sich 

{Xa)x + {Xby + {lc)x''+ ... = {Xt) 

(xa)x + {Kb)x + {%c)x -h . . . = (x/) 
u. s. w. wo 

Abbudl. d. K. S. GesellMh. d. WiHenieh. XIII. 45 
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(Ao)«=Aa + A'c'+ÄV-|. ... 
(Jl6)«iA + a'+AT-i-... 

(xo) = xa+»'a'-ir»'a + ... 

{kI) = «i+xr+xr+ ... 

u. s. w. Aber in Folge dieser Bezeichnung geben die Gleichungen (1 3) 

a; = (A/) , a?' = {xt) , x' = {/it) , etc. 
und folglich werden 

/ {Äa)*s 1 , (Afc)ö 0, (Ac) t±: 
(17) . . . ) {nü)^0, {Hb) tta 1 , («c) ±± 

( dua) = , (/i6) = , G"c) - 1 
u. s* w. Multiplioirt man hierauf die (1 5) der Reihe nach mit -^ , ~ , 
-^ , etc. und addirt , so wird in Folge der vorstehenden Bedingung^- 
gleichungen 

die Gleichungen (1 6) geben auf ähnliche Art 

-^ + -jpr -I* -^ + ... tt: (2,2) 

und auf dieselbe Weise bekommt man 



^ + ^ + ^T+...«(3,3) 



u. ß. w. Es folgen hieraus für die Gewichte die folgenden einfachen 
Ausdrücke, 

^ — 1^1) • ^ — (1,1) ' ^ — (8,1) ' ^^• 

die auch wie folgt durch Worte beschrieben werden können. Um die 
Gewichte der Unbekannten x, i)\ x", etc. tn erhalten, muss man die 
Gleicbvngen (11) unbestimmt auflösen, worauf das Reciproke des €oef- 
ficienten von (a/) im Ausdruck von x, das Gewicht von x, das Reciproke 
des Coefißcienten von (bt) im Ausdruck von x\ das Gewicht von x\ das 
Reciproke des GoefBcienten von (c/) im Ausdruck von x\ das Gewicht 
von x", u. s. w. ausdrückt. Das einfachste Verfahren um sowohl diese, 
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wie die übrigen Goefficienten der unbestimmten Elimination zu erhalten 
wird weiter unten angegeben werden. 



23. 

Da Falle vorkommen können , in welchen nicht nur die Kenntniss 
von X, oi, x\ etc., sondern auch die Kenntniss von Functionen derselben 
verlangt werden, so soll hier noch der wahrscheinlichste Werth einer 
linearischen Function dieser Grössen , nebst dem Gewicht dieser Bestim- 
mung abgeleitet werden. Die Function sei die folgende, 

yiok, €, e, i\ etc. gegebene numerische Grössen sind. Es ist nun ohne 
Weiteres klar, dass der wahrscheinlichste Werth von K durch die Sub- 
stitution der im Vorhergehenden ermittelten wahrscheinlichsten Werthe 
von X, d, x", etc. in den vorstehenden Ausdruck erhalten wird, und 
es wird sich daher hier nur um den Ausdruck des Gewichts dieser Be- 
stimmung handeln können. 

Eliminirt man x, x\ x\ etc. im vorstehenden Ausdruck fUr K durch 
die Gleichungen (1 3), so wird 

K= k + {€X + €K -hSfj^ -I- . . • )/ 

+ (fiA'' + «V-+-6V+ . ..)/"+ etc. . . (18) 

und da hier K durch die durch Beobachtungen erhaltenen Grössen l, l\ 
l\ etc. ausgedrtickt ist , so giebt die Gleichung (8) für das Gewicht von 
Ä", wenn wir es mit Q bezeichnen , sogleich den folgenden Ausdruck, 

Q ~ P 

+ («^"^^'«-y"-^-)' ^etc (19) 

Multiplicirt man aber die Gleichungen (1 5) der Reihe nach mit — , ^ , 
~,r , etc. und addirt , so ergiebt sich in Folge der Bedingungsgleichun- 
gen (1 7) sogleich 

ir'*"Y"*"¥'~ "*■ ••• ~ ^ »*^ 

und auf dieselbe Weise bekommt man 
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^ + ^'+^ + ... = (<,3) 

f-+^+^ + ...-(ä.3) 

u. s. w. Durch Anwendung dieser Gleichungen auf den Ausdruck für 
-^ erhSilt man , nachdem die darin vorkommenden Quadrate entwickelt 
worden sind, 

-^ = 62(1,1) + 25£'(1,2) + 2^/(1,3) + ... 
+ «^(2.2) + 2«V(2,3) + ... 
+ /2(3,3) + ... 
+ ... 
womit die Aufgabe gelöst ist. Man erkennt leicht, dass die obigen 
Ausdrücke für die Gewichte P, P, P\ etc. specielle Fälle vom Vorste- 
henden sind, wie auch nicht anders sein kann. 

24. 

In Bezug auf die im Vorhergehenden abgeleiteten Ausdrücke für 
die Gewichte P, P, P, etc. und Q sind noch ein Paar wichtige Bemer- 
kungen zu machen. Die anfänglich erhaltenen Ausdrücke flir diese Ge- 
wichte gelten nicht blos für den Fall , in welchem man die wahrschein- 
lichsten Werthe der Unbekannten anwendet, sondern in jedem über- 
haupt möglichen Falle. Die Ausdrücke für x, x\ x\ etc. können in jedem 
Falle auf die Form gebracht werden , die ihnen in den Gleichungen (1 3) 
gegeben worden ist , und wenn man nun blos die ursprünglichen Glei- 
chungen (1 0) betrachtet , die die Unbekannten mit einander verbinden, 
so kann diesen auf unzählig viele Arten bis auf Weniges Gnüge geleistet 
werden. lede verschiedene Art der Gnügeleistung derselben wird auf 
die Gleichungen (1 3) keine andere Wirkung äussern , als dass die darin 
enthaltenen GoefBcienten A, A', etc. x, x', etc. /i, /t*', etc. andere Werthe 
annehmen , und folglich die Unbekannten selbst auch. Wie aber nun 
auch die Werthe der eben genannten Coefficienten sein mögen, die Aus- 
drücke der Gewichte , die Functionen derselben CoeflGcienten sind , be- 
halten ihre volle Geltung , und geben jedes Mal das Gewicht der ausge- 
führten Bestimmung der Unbekannten , und dieses gilt nicht nur für die 
genannten Ausdrücke für P, JP', etc. sondern auch für den Ausdruck für 
0, der ausdrücklich Function der oben genannten GoefBcienten A, A',etc. 
X, x, etc. etc. ist. 



K 



\ 
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Die Substitution derjenigen Werthe der eben genannten Goefficien- 
ten, die die wahrscheinlichsten Werthe der Unbekannten geben, muss 
nun vor allen Substitutionen anderer Werthe derselben den Gewichten 
die Eigenschaft verleihen, dass sie Maxima werden. Denn gäbe es ir- 
gend andere Werthe dieser Goefficienten , die den Gewichten grössere 
Werthe verleihen könnten, so würden diese, und nicht jene die wahr- 
scheinlichsten Werthe der Unbekannten geben. Dass in der That die 
Werthe der genannten Goefficienten, die im Vorhergehenden als die- 
jenigen ermittelt worden sind , die die Werthe der Unbekannten zu den 
wahrscheinlichsten machen , auch die Gewichte zu Maxima machen, soll 
jetzt bewiesen werden. Da P, F, etc. specielle Werthe von Q sind , so 
braucht der Beweis nur für Q durchgeführt zu werden. 

25. 

Denken wir uns jetzt unter den Goefficienten Ä, A', etc. jc, x, etc. 
fi, (i, etc. etc. der Gleichungen (13) nicht diejenigen, die durch das 
oben abgeleitete Verfahren erhalten worden sind, sondern solche , die 
irgend eine beliebige Gombination der Gleichungen (1 0) gegeben bat, so 
wird der daraus entspringende Werth der Function K immer noch durch 
die Gleichung (1 8) , und das Gewicht dieser Bestimmung durch die Glei- 
chung (19) gegeben sein. Untersuchen wir hierauf, wie die oft genann- 
ten Goefficienten bestimmt werden müssen , wenn der Gleichung (1 9) 
die Bedingung untergelegt wird, dass Q ein Maximum werde. Sei 

A = cA -H « X -h //i -I- . . . 
^=«A+£X-|-«x + ... 

u. s. w. dann muss 

-i- = ^+^;i+f! + (M) 

in Bezug auf die Functionen A,A\A\ etc. ein Minimum werden. Diese 
Functionen sind nicht von einander unabhSingig, sondern unterliegen 
einer Anzahl von Bedingungen , die man leicht erhalten kann. Multipli- 
cirt man die Gleichungen (10) der Reihe nach mit A, A', A", etc. und ad- 
dirt, so bekommt man in Folge der (13) 

aA + a'A' + aT+ ...= \ 
6A-I-6X + 6T+ ... = 
c A -I- c'A' -h cT -h ... = 
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u. s. w. Multiplicirt man ferner die (10) mit x, x, ^\ etc. und addirt, so 

ergiebt sieb 

ax -f- aV -I- aV + . . . = 

fcx + feV+6V+... = 1 

ex + ex' + cV + . . . = 0^ 

u. s. w. und eben so bekommt man 

a^i -I- a'/i' + d'iJi H- . . . = 

6^ + 6y + 6y+ ... = 

CfA+ Cfl -^ C (jt H- ... = 1 

u. s. w. Um diese Gleichungen zu Functionen der ^, ^</', etc. zu ma- 
chen, multiplicire man die erste Gleichung einer jeden Gruppe der Reihe 
nach mit e, e, e, etc. und addire. Mit den zweiten, dritten, u. s. w. 
Gleichungen verfahre man eben so , worauf die folgenden erhalten wer- 
den 

!aA+dA'+aA''-t- ... = e 
cA^cA^+cA"-^ ... =/ 

u. s. w. welche die Bedingungsgleichungen sind , auf die es hier an- 
kommt. 

26. 

Um nun die Bedingungsgleichungen ftir das Minimum des Aus- 
drucks (20) zu erhalten müsste man erst durch die vorstehenden Glei- 
chungen , deren Anzahl kleiner ist wie die der y/, A\ etc., von der letz- 
teren so viele wie möglich eliminiren. Allein es ist bekannt, dass man 
statt dessen die Bedingungsgleichungen , jede mit einem verschiedenen 
Factor multiplicirt, zur Function die ein Minimum werden soll addiren, 
und dann nach der Differentiation alle Differentiale von einander als un- 
abhängig betrachten darf. Multiplicirt man daher die obigen Bedingungs- 
gleichungen der Reihe nach mit denFactoren — 2A, — 2ß, — 2C, etc., 
und addirt sie zur rechten Seite des Ausdrucks (20) , so wird 

— 2a^A — 2a^'A— 2a"^A— ... 
-2bAB — 2b'A'B—2b''J'B^ ..'. 

— 2cAC—2cA'C — icA'C—... 

etc. etc. 
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die Function, die ein absolutes Minimum werden muss. Differentiirt 
man , und setzt die Coefficienten eines jeden der Differentiale filr sich 
gleich Null , so werden 



p 
-^-oiA-VB-c'C- ... = 



(22) 



u. s. w. die Bedingungsgleichungen des Maximums von Q. Eliminirt 
man nun mittelst der vorstehenden Gleichungen die A, A\ etc. aus den 
(21), so bekommt man 

{ad)k + (a6)fi+ [aS)G + . . . = « \ 

(a6)A + (66)ß + (6c)C+ ..• = «'[ . . . , (23) 

(ac)il-|-(6c)i? + (cc)C-4- ... = / ) 

u. s. w. wo die Coefficienten {od), (ab), etc. dieselben sind wie im Art. 
19. Diese Gleichungen, deren Anzahl der der Factoren A,h,C etq. 
gleich ist, dienen zur Bestimmung dieser letzteren. Durch Einführung 
der Functionen A^ A\ etc. in die (18) bekommt man 

K^h^Al^A'V^ÄT^ ... 

und die Elimination der A, A\ etc. hieraus, vermittelst der Gleichun- 
gen (22). giebt 

ir=fc + A(a/) + fi(6/) + C(c/)+ (24) 

wo wieder die Coefficienten (aQ, (6/), etc. dieselben sind wie im Art. 19. 
Hiemit ist unsere Aufgabe gelöst, und es ist nur noch die Bedeutung 
dieser Auflösung zu untersuchen. 

27. 
Löst man die (23) unbestimmt auf, so ergiebt sich 

A = (1,1)« + (1,2K + (1,3K -«-,,. 
B = (1,2>H- (2,2)6-1- (2,3)/+ ... 
C = (1,3)6 + (2,3)6' + (3,3)/+ ... 

u. s. w. wo nothwendiger Weise die Coefficienten (1,1), (1,2), etc. die-, 
selben sind wie in den Gleichungen (14), und eliminirt man hiemit 
A, £, etc. aus (24) so kommt 
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ir=fe+|(1,1)(a/) + (1,2)(fc/) + (1,3)(cO+...i6 
+ {(1 ,2)(a/) + (2,2)(ft/) + (2,3)(c/) + . . . | .' 
+ {(2,3)(a/) + (2,3)(6/) + (3,3)(cO + ...\e+eic. 
Die Factoren von e, e\ e\ etc. sind zufolge der Gleichungen (14) die 
wahrscheinlichsten Werthe von x^ x\ x\ elc, und folglich ist der Aus- 
druck (24) von K mit dem, im Art. als den wahrscheinlichsten, Werth 
von K erkannten identisch. 

Für die Grössen x, x\ x", etc. ergiebt sich dasselbe. Denn setzt 
man fc = , e = 1 , e' ^ / = etc. = , so geht Kin x über , setzt man 
fc = , 6=0, 6=1, / = etc. = , so geht K in x über, u. s. w. Führt 
man aber diese Substitution im vorstehenden Ausdruck von K aus , so 
bekommt man die durch die (1 4) ausgedrückten wahrscheinlichsten Wer- 
the von X, x\ x^ etc. wieder. Es ist also hiemit der Satz bewiesen: 

»Die durch Anwendung der wahrscheinlichsten Werthe der Unbe- 
kannten, oder irgend welchen Functionen der Unbekannten sich erge- 
benden Gewichte dieser Bestimmungen sind Maxima , und jede andere 
Bestimmung derselben ftihrt auf Gewichte die kleiner sind.« 



§. 3. AnsdehnuBg der bisher behandelten Aufgabe auf den Fall, in 
welchem die Unbekannten nicht ven einander unabhängig sind« 

28. 

Bisher ist angenommen worden, dass die Unbekannten x,x,x\^\xi, 
voneinander unabhängig seien, da aber Fälle vorkommen, wo dieses 
nicht der Fall ist, so soll jetzt angenommen werden, dass zufolge der 
Aufgabe , auf welche die Wahrscheinlichkeitsrechnung angewandt wer- 
den soll, zwischen den Unbekannten Eine oder mehrere Bedingungs- 
gleichungen stattfinden. Es ist an sich klar, dass die Zahl dieser Bedin- 
gungsgleichungen kleiner sein muss wie die Zahl der Unbekannten, 
denn wären diese beiden Zahlen einander gleich, so würden die Un- 
bekannten daraus ohne Zuziehung von Beobachtungen bestimmt werden 
können , und wäre die Zahl der Bedingungsgleichungen grösser wie die 
der Unbekannten, so könnten letztere gar nicht bestimmt werden. Seien 
nun in grösster Allgemeinheit die Bedingungsgleichungen 

i^(j, r, r. ...) = o 
;f(x,r, r,...) = o 
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u. s. w. wo tp, Xy ^^' Functionszeichen sind, so verfahre man zuerst 
wie im Art. 1 8 gezeigt worden ist. Man setze wieder 

X=i + x , X'=^t'-^x , X''=f'' + /, etc. 

;f(M',r, ...) = jy 
etc. 

u. s. w. dann bekommt man die folgenden linearischen Gleichungen 

= qx+ qx + g V -H . . . + /* 

= rx + rV+rV+... + (/ 
u. 8. w. Da diese Bedingungsgleichungen als solche betrachtet werden, 
die aus der Theorie der Aufgabe , die auf die Unbekannten x , x\ x", etc. 
hingeführt hat , entspringen , und von den Beobachtungen unabhängig 
sind, so müssen sie vollständig erfüllt werden, denn jedes System von 
Werthen der Unbekannten , welches diesen Gleichungen nicht vollstän- 
dig gnttgt , ist gewiss falsch , und kann daher unmöglich das wahrschein- 
lichste sein. 

Die Auflösung unserer Aufgabe , die sich zunächst darbietet, ist die 
folgende. Wenn q die Anzahl der Bedingungsgleichungen bezeichnet, so 
kann man aus denselben durch die Elimination eine Anzahl q der Unbe- 
kannten in Function der übrigen darstellen , eliminirt man nun durch 
diese Gleichungen aus den (10) diese q Unbekannten, dann sind die 
übrigen Unbekannten von einander unabhängig, und die gegenwärtige 
Aufgabe ist auf die des Art. 18 u. f. hingeführt. Der weitere Verlauf der 
Auflösung ist also mit der im vor. § ausgeführten identisch. 

29. 

Ich nehme zu dem Ende an, dass in den Gleichungen (1 0); ausser 
den dort angeführten Unbekannten x, x\ x\ etc. auch die Unbekannten 
x^ , x^^ , etc. vorkommen, und dass die letzteren es sind, die sich zur Eli- 
mination durch die Bedingungsgleichungen eignen. Es ist nemlich an 
sich klar , dass nicht in allen Fällen beliebige Unbekannte durch die Be- 
dingungsgleichungen eliminirt werden können. Die Gleichungen (1 0) sind 
also jetzt die folgenden, 
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(2S) 



u. s. w. Auf gleiche Weise schreibe ich die Bedingungsgleichungen bin, 
indem ich zur besseren Uebersicht eine dritte Gleichung, so wie eine 
dritte Unbekannte der zweiten Gattung hinzuftige, 
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ax+ hx-^cx" '¥- ... + 6,» + c^», + . . . 


sü 


a'a; + 6V + oV+ ... + i/a;, -§. c^ -i- ... 


^t 


ax + 6 V + ex + . . . -1- fr X, + e\ -|- . . . 


==r 



== qx + q'x' + q'x' + 


•••+</A-»-?Ä+?A+" 


+ /• 


= rx + r'x'+r''x' + 


...+rar, + r,x+r^a;^+.., 


+ 9 


= »a; + »'a!' + «V + 


... +«,«. + » X +« x„+ ... 


+ A 



u. s. w. Um hieraus x^,x^» x^^, etc., jede für sich, in Function der Xy x^ 
x\ etc. darzustellen lehrt der Augenschein , dass die folgenden Gleichun- 
gen aufgelöst werden müssen, 

= 9,f+ 9/+?/'+ ••• + /'; = g.A* + ?«^'+ qy-^ - + ? 

= «^f+ «^^f '+«/'+ ... + Ä ; = 8^(i^8^,ii^$y'^... + s 

etc. etc. 

= qv^qy^q/^ .. + q'; = q,Q + qj+ q^ + ... + q 

= r;if^ry+ry'\'...'\-i'\ = r p + r^(>'+r^ p" + ... +r' 

= «^i/+ ^y + «/'+ ... + «'; = Ä^ () + « , (>'+ *^f " + ... + «" 
etc. etc. 

etc. in welchen allen die CoefGcienten der Unbekannten immer diesel- 
ben sind. Hat man hieraus f , f', etc. fi, fi\ etc. v, v\ etc. p, p , etc. etc. 
ermittelt, so werden 

ix^ = f +^a; + i'a?' + (>j;*+ ... 
x^^ = S' +fix + vx' + p j;* + . . . 

u. s. w. Setzt man nun 

a = a + 6/i + c ^' + . . . ; a' = a + 6//i 4- c/^' + . . . 

b = 6 + 6y + cy'+ ... ; V — 6' + 6> H-cV + ... 

c = c + 6 9 + c (>' + . . . ; c' = c + 6 p + clq + • • • 
• • * . 

ii s i— 6f-c{' 4- ... ; n' = r-6'f--c;s' 4- ... 

= +6^i'+c^«' -I- 

c* = c" + &;() + c'V H- etc. 

t • 

*// I« L " Im '*§J 1 
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dann gehen die (25) in die folgenden über, in welchen alle Unbekannten 
von einander unabhängig sind 

(u? -I- W + w?" + . . . = n ] 

a'a? + bV + cV + . . . = tt . . . . (27) 

ax+h'x' + iV+... = n'J 

u. s. w. Diese Gleichungen rnttssen also demselben Verfahren unter- 
worfen werden wie die (10), und die der (11) analogen, die daraus 
hervorgehen, geben die wahrscheinlichsten Werthe der Unbekannten 
X, x\ x\ etc. Man muss nemlich zuerst die folgenden CoefGcienten 
bilden 

(aa) =;)a2 + pV2 + pV2+... 

(ab) = |>ab +p'aV -i-pVV + ... 

(an) = ;>att + /a'n' + /aV + . . . 



(bb) «;)b^+;,V2+pV2+... 

(bn) = ;)bn + ;>'b V + pVn" + . . . 

u. s. w. wenn wieder p, p', f, etc. die Gewichte der Bestimmungen 
von /, /', /", etc. bezeichnen. Sind die vorstehenden Grössen berechnet, 
so ergeben sich durch die Auflösung der folgenden Gleichuogen 

(aa)a? -h (ab)a;' -h [(x()x -h . . . = (an) | 

(ab)^ + ^\y + [W + . . . = (bn) } • • • (28) 

(ac)a? + (bc)a?' + {iC)x + . . . = (cn) J 

u. s. w. die wahrscheinlichsten Werthe von x, x\ x, etc. und substi- 
tuirt man die ftlr diese erhaltenen Werthe in die (26), so ergeben sich 
die wahrscheinlichsten Werthe von x^^ ^„y^,„y ^tc, womit alle Unbekann* 
ten erhalten sind. 

30. 

Die Gewichte dieser Bestimmungen von x, x\ x\ etc. haben die- 
selben Ausdrücke wie in der vorhergehenden Aufgabe, da die Analyse 
des Art. 22, nachdem a, 6, etc. /, a, etc. in a, b, etc. n, a, etc. ver- 
wandelt worden sind, ohne Abänderung wieder stattfindet. Sei also 
durch die unbestimmte Auflösung der Gleichungen (2S) 
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[♦* 



X = (/. /) (an) + (/, //) (Bn) + (/, ///) (cn) 
X = (/, //) (an) + {II II) (bn) + (//. ///) (cn) 
X = (1,111) (an) + (//, ///) {in) + (///. ///) (cn) 
u. s. w. erhalten worden, dann wird 



Pr= 



P' = 



; elc. 



(/,/)' ' ~ (//,77) ' ' — m.ni) 
wenn wieder P, P', etc. die Gewichte der vorstehenden Bestimmungen 
von X, x', etc. bezeichnen. Da die x , x,, etc. zu Functionen der x, x\ 
etc. gemacht worden sind , so werden ihre Gewichte eben so bestimmt, 
wie das der Function K des Art. 23, und der dort für dieses Gewicht 
erhaltene Ausdruck giebt nach Abänderung der Bezeichnungen die Ge- 
wichte der obigen Bestimmungen von x^, x^, etc. Bezeichnet man diese 
Gewichte mit P , P^, etc., so ergiebt sich sogleich 

^ = n^{I,I) + t(iv (/. //) + 2/«(. (/. ///) 

*»(//,//) + 2»^ (//,///) 

+ (,2 (///. ///) 



P. 






= !x^{U) + 2/iV (/,//) + 2/*V(/, ///) . 

+ ,»'»(//,//) -I- 21- V (//,///) 
+ ()'»(///,///) 



u. s. w. womit die Gewichte aller Unbekannten bestimmt sind 



31. 

Von der eben gelösten Aufgabe lässt sich eine andere Auflösung 
geben, die auf elegante Relationen führt , aber statt genau dieselbe Auf- 
gabe wieder vorzunehmen, will ich die folgende etwas allgemeinere 
aufisteilen *). 



Seien wie firüher 



Allgemeine Aufgabe. 

V;(X, J', X". ...) = 

X (j, X', r, ...) = o 

etc. 



•) S. Schum. Astr. Nachr. Bd. XVI. No. 36<. 
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eine Anzahl von GleichungeD, die, durch irgend eine Theorie gegeben, 
zwischen den Unbekannten X, X\ X\ etc. stattfinden, deren Anzahl 
aber kleiner ist wie die der Unbekannten, so dass letztere dadurch nicht 
völlig bestimmt sind. Es wird nun angenommen , dass es möglich wird 
alle Unbekannten zu bestimmen , wenn mam die Werthe L, L\ etc. ge- 
wisser Functionen 

F{X.X\X%...) = L 
etc. 

durch Beobachtungen ermittelt, und man fragt in dem Falle, wo die An- 
zahl aller Functionen \p, x^ ^^<^* /*> ^^ ^tc. grösser, oder wenigstens nicht 
kleiner ist wie die Anzahl der Unbekannten, nicht nur nach den wahr- 
scheinlichsten Werthen dieser, und den Gewichten dieser Bestimmungen, 
sondern auch nach dem wahrscheinlichsten Werthe irgend einer Function 
Jl derselben Unbekannten und dem Gewicht dieser Bestimmung. 

Auflösung* 

Die Functionen bereitet man, wenn sie nicht ursprünglich linearisch 
sind, alle auf dieselbe Weise vor, wie in den Artt. 18 u. 28 gezeigt 
worden ist. Die dort eingeführten Bezeichnungen sollen hier beibehalten 
werden. In Bes^ug auf die Function Ji sei 

*/2 (Jf, X\ X", . . .) s=s cö 

und somit beruht die Aufgabe auf die Behandlung der folgenden Glei- 
chungen 



. . (29) 



ax + bx +cx" + . 


.. = 1 


ax+ 6V+cV+ . 


.. = f 


ax+ 6V+ c'x''+ . 


..«r 


etc. 


etc. 



qx + qx + qx" + . . . + /*= 
rx -4- r V -I- r V + . . . + y = 

8X 'h sx + 8X -|-...-|-A^0 

etc. etc. 



(30) 



(31) 
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Die Anzahl der Gleichungen (29) sei m, die Anzahl der (30) sei q. und 
die der Unbekannten x, x\ x\ etc. sei n. Bb ist nun hier Bedingung, 
dass 

q<n , m-hq > n 

oder wenigstens nicht m-i- g < » sei. Es folgt hieraus aber nicht, dass 
nothwendig m'^n sein muss, wenn gleich dieser Fall eintreten kann, in 
Bezug auf m und n sind vielmehr alle drei Falle 

m<f», m SA n , m '^ n 
möglich. 

32. 

Wie man nun auch die x, x, x\ etc. aus den obigen Gleichungen 
bestimmen mag» die Ausdrücke derselben können wieder nur linearische 
Functionen von /, l\ T, etc. /*, g, A, etc. sein , und sie haben daher die 
folgende Form 

X = f/ + f7 + fT + ...-<jp/'-x?-#-.-- 

(32) ' \x = 61+ e'l' + öY + . . . — (pf— x'g — xp'h--. . . 

X zss qI+ (f'l' -I- ^T + . . . — y Y — /j — xp''h — ... 

u. s. w. wo C f, etc. ö, 0\ etc. ^, ^\ elc. qp, (p\ etc. pf, x^ ©tc. %p, %\)\ etc. 
numerische, jetzt noch unbekannte, Coefficienten sind. Die Anzahl die- 
ser Gleichungen ist = n, und die Anzahl der eben genannten unbe- 
kannten GoefBcienten ist = n(m + 9), aber diese Unbekannten sind 
nicht völlig von einander unabhängig , sondern hangen durch eine An- 
zahl ^ n^ von Gleichungen gegenseitig von einander ab , so dass in der 
That nur eine Anzahl = « (m -l- 9 — ») dieser Unbekannten von einander 
unabhängig sind. Um die Gleichungen, die zwischen diesen, Unbekann- 
ten stattfinden, zu erhalten, multiplicire man die Gleichungen (29) der 
Reihe nach mit f, f, f^ etc. die (30) mit qp, ;f , t;;, etc., und addire die 
Produkte, worauf die Vergleichüng mit der ersten (32) die folgenden 
Gleichungen giebt, 

fa + f 'a + fV + ... + 9)g+r + V'« + --=^ 
ib + f'6' + fT + . . . -h 9x7' + r + V^«' + . . . = 
fc + f'c + fV + . . . + 9)7"+ y[r + yj8"+ . . . = 

u. s. w. Multipliciit man hierauf dieselben Gleichungen der Reihe nach 
mit fl, ö', e\ etc. und 9', x', W'^ ^^' "^^ addirt, so giebt die Verglei- 
chüng mit der zweiten (32) 
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9a + ffa + 0"a + . . . + 
«6 + e'V + b"b" + . . . + 

ec + ö'c + e"c + . . . -f 

u. s. w. und eben so ergiebt sich 

Qa + Qo! + Qa + . . . -4- 
(>6 + Qb' -♦• ^%" + ...•+ 
fC + ()'c + pV + . . . + 

u. s. w. u. s. w. Man erkennt leicht, dass die Anzahl aller dieser Glei- 
chungen «SS n^ ist, wie oben angeführt wurde. 



91 + X^ + !/>'» + .. 


. » 


yV+ ;f'r'+i/;V+ .. 


. as 1 


9)V'+;fVV VV+ .. 


. ai 


(p'q + /r + 1^*« + . 


.. s 


97+^'+?"*' + . 


. . :« 


9? +«♦•-•- ^» + . 


.. = \ 



(34) 



(35) 



33. 

Wie man nun aach die Unbekannten x, e\ etc. bestimmen mag, so 
folgt aus der (31), nachdem man x, x, etc. durch die (33) eliminirt hat, 
dass 

Jl = m-k-Jl-k-M-k-J'f-\-... — af—ßg^Yh — ... . (33) 

wird, wenn man 

^ ass fcf -». fe'ö + fc"() + . . . 
^'= fcf'+Ä'ö'+fcV+ ... 

^= Äf-i- JkT-l- JtV'+ . . • 

etc. 
a ^ %) •+• Ä'y' + h'(p + . . . 

ß = h +k'x' +ky +... 

y zsz k\p -^ k'y/ + k^ip" + . . . 
etc. 

setet, und wenn man das Gewicht dieser Bestimmung von Ji mit P be^ 
zeichnet, so wird zufolge der Glerchung (8) 

-t" = t"*t^'**'f""'" (^^) 

wenn wieder p, p\ p\ etc. die Gewichte der Bestimmungen von /, /', T, 
etc. bezeichnen. 

Wir wollen jetzt zur Lösung unserer Aufgabe den im Art. 27 be- 
wiesenen Satz anwenden , zufolge dessen durch die wahrscheinlichste 
Bestimmung der Unbekannten die Gewichte Maxima werden. Es muss 
demzufolge die rechte Seite der Gleichung (36) zu einem Minimum ge- 
macht werden , und dieses wird wieder ein sogenanntes relatives Mini- 
mum, da die ^, A\ A\ etc. nicht von einander unabhängig sind. Die 



618 



P. A. Hansen, 



[48 



BedingungsgleicbuDgen zwischen den eben genannten Grössen erhalt 
man aus den im vor. Art. erhallenen Gleichungen, eben so wie am eben 
a. 0. Man multiplicire die erste Gleichung einer jeden Gruppe dieser 
Gleichungen der Reihe nach mit fc, k\ k\ etc, und addire, und behandle 
die übrigen Gleichungen eben so, dann ergeben sich 



(37) 



Aa -1- A'd 


-k-AV 


Ab 


+ A'V 


-i-AT 


Ac 


-t-A'd 


+ A"c' 






. . . -t- aq + (fr -¥■ fS + . 
. . . + ag' + («K + j«' + . 

«./»ff« I». 

. . . -h aq + ßr+ ys + . 

u. s. w. welche die gesuchten Bedingungsgleichungen sind. Multiplicirt 
man nun diese Gleichungen mit den unbestimmten Factoren — 8^4, 
— 2ß, — 2C, elc. und addirt sie zur rechten Seite der Gleichung (36), 
so wird der Ausdruck, welcher ein absolutes Minimum werden muss, 
der folgende 

-^— 2A^a —2Byib ^^C^c — ... 
-h ^ -2Ay/a --^By/b' —iCy/c - ... 
+ ^- — 2A^V —^Bjfb" —^^Cy/c — . . . 



etc. 



etc» 



— 2Aaq — Waq' — 2C«g' — . . . 

— 2Aßr — iBßr' — 2Cßr" — . . . 

— 2Ay« — Wrs — 2Cy/ — . . . 

etc. etc. 

+ 2Afc + 2Bk' + 2Cr + . , . 

Differentiirt man diesen nach yl, A\ A\ etc. a, /?, y, etc. und betrachtet 
darauf die Differentiale aller dieser Veränderlichen als unabhängig von 
einander, so bekommt man die Gleichungen 

= Aa -4- Ä6 -I- Cc + • . . 






(38) 



•f = Aa' + JB6'+ Cc'+ . 
=§ = Aa+Bb"+ Cc^ . 



etc. 



etc. 



(39) 



= Aq + Bq' + Cq + 

= Ar + Ar + Cr + 

= A» -♦-£«' H- Cs + 

etc. etc. 
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die in Yerbindang mit den (37) die Auflösung der Aufgabe in sich ent- 
halten. Diese ist durch die Zuziehung der Bedingung des Maximums 
von P wieder eine bestimmte geworden, denn die Zahl der aufzulösenden 
Gleichungen ist der Zahl der darin befindlichen Unbekannten gleich. 
Die Zahl der ^, yJl \ etc. ist = m, die der A, B, etc. = n, und die der 
a, ß, etc. = q, folglich ist die Zahl aller Unbekannten ss m + n + 9. 
Die Anzahl der Gleichungen (37) ist ^ n, die der (38) ss m, und die der 
(39) SS 9, folglich ist die Anzahl aller Gleichungen auch s= n+m-1-9. 

34. 

Die Unbekannten yl, A\ etc. können wieder sogleich eliminirt 
werden. Zieht man die Werthe derselben aus (38), und substituirt sie 
in die (37), so erhält man 



\m\A 


+ 


\ah-\B + 


\ac\C-^ 


. . . . = fc — 


aq- 


./»•- 


rs — . 


\ab-\k 


-1- 


[66]ß + 


:6c] C -f 


. . . . = fc'- 


aq- 


./»•'- 


y*'-. 


[ac]4 


+ 


[6c]ß + 


Icc^l + ...=*&' — 


aq'- 


./»••- 


y."- . 


u, s. w. 


worin 
















M 


= pa* 


+ fä-' + p V 


' + . 


. • 








[06] 


SB pa6 


+ p'a'6'+pVi 


'+. 


• • 








N 


SB fOC 


III. 11 U 1 

+ |)ac-h/) ac 


"+. 


• . 








etc 




etc. 












[66] 


= p62 


+ p'P + |)T' 


* + . 


• • 








[6c] 


= |)6c 


-+-p6c+p 6c 


"+. 


. • 








etc 




etc. 












[CO] 


=s pc« 


+ pV + pV» 


+ . 


. • 





etc. etc. 

gesetzt sind. Es ist nun für den ferneren Verlauf der Auflösung von Yor- 
theil die eben erhaltenen Gleichungen dergestalt in zwei Theile zu zer- 
legen, dass der eine Theil 

[aa]A + [ab]B' + [ac]C + . . . = fc 

u. s. w. wird, aber ohne angemessene Abänderung der Coefficienten 
dieser Gleichungen ist dieses nicht immer möglich. Die Anzahl der Un- 
bekannten A\ B\ C\ etc. ist freilich immer der der Gleichungen gleich, 
und somit scheint es als könnten diese Unbekannten immer aus diesen 
Gleichungen bestimmt werden, von welchen ich die erste hier angesetzt 

Abbandl. d. K. S. Gesallseli. d. WiiMOMb. XIII. 46 
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habe. Es ist aber zu bemerken , dass diese GleicbuDgeni au8 de» eia* 
zigen (29) hervor gehen, deren Anzahl m ist, wdbrend die Anzahl der 
A\ B\ etc. SS n ist. In allen Fällen uqb , wo t» ss n oder m > n ist, 
ist die Bestinmiung der A\ B\ etc. aus den obige» Gleichungen zwar 
möglich, aber in den Fällen in welchen m < »ist, triffi dieses nicht 
mehr ein, denn alsdann sind nolhwendiger Weise n — m dieser Glei- 
chungen in den Übrigen enthalten. 

Man kann demohngeachtet die m Rede stehoDden Gleichungen so 
vorbereiten, dass sie in jedem Falle alle wesentlich von einander ver- 
schieden werden , und zwar kann dieses durch angemessene Zuziehung 
der Gleichungen (39) bewirkt werden. Aus diesen bekommt man leicht 

= [qq\A + [gg'jß + [qq\C + ... 
= [qq]A + [qq]B + [qq']C + . . . 
= Mvl+[g'?'']ß+[g"g'](7+... 
u. s. w. wenn man 



[gg] = g2 -H H + «2 + . 


. . 




[gg'] = gg' + rr' + ««' + . 


• • 




[gg"J = gg'+rr''+M'+ . 


• • 




etq. etc. 






[g'g'] =» g'2 -1- r'^ + *2 -i- . 


. • 




[g'g"] =; g'g"+ r!/^ «V+ . 


. . 




etc. etc. 






[g-gT- g-^^-r-«-!-/»-!- . 


. • 




u. s. w. setzt. Macht man quo 






{aa) = [aa] + [gg] 






{ah) = [ah] + [ggl 






[ac) = [ac] + [gg"] 






etc. 






(bh) = [bb] + [g'g'] 






(fco) = [bc] + [q'q] 






etc. 






{cc) = [cc] + [qg-] 






a. & w. so wird auch 






{aa)A + {ab)B + {ac)C +...=»* — «g 


-ßr 


— ys — 


{ab)A + {bb)B + {bc)C + ... = fe' ~ag' 


-ßr- 


-y«'- 


{ac)A -+■ {bc)B + {cc)C + . . . = T-ag" 


-ßr" 


-y."- 
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o. 8. w. aus welchen man immer , anch nachdem die mit a, ß, y, etc. 
maltiplicirten Glieder abgeschnitten worden sind, die übrigen Unbekann- 
ten bestimmen kann. Ja es ist . um die Möglichkeit dieser Bestimmung 
herbei zu fuhren, nicht einmal nölhig alle Gleichungen (39) auf die eben 
erklärte Art mit den obigen Gleichungen zu verbinden, sondern die An- 
wendung einer Anzahl von n — »»der Gleichungen (39). die man be- 
liebig unter diesen auswählen kann, reicht schon dazu aus. 



35. 
Setzt man jetzt 

{m)A + {ab)S -h {ac)C' -h . . . = fe 

(oft).*' -I- (66)^ -I- {hc)C' + . . . = Ä' 1 . . . (40) 

[ac)Ä + {hc)B + [cc)C' -h . . . = r 

n. s. w. und löst diese unbestimmt auf, so wird man erhalten 

A = (1,1)fc + (1,2)Jk' + (1,3)^" + . . . 

B = (1,2)fe + (2,S)V + (2,3)Ä' -I- . . . [ . . (41) 

C = (<,3)fe + (2,3)fc' -I- (3,3)^" + . . . 

u. s. w. und hieraus ergiebt sich in Folge der Gleichungen des vor. Art. 

A = A' — {«n)a — («k)/J — {ak)Y — 

B ^ B -{ßri)a- {ß»)ß -(/?%-...} . . (42) 

C = C - (yi/)a - (yx)/J - {yX)Y - 

u. s. w. nachdem zur Abkürzung 

(«,) » {\,\)q -H (1,2)g' + (1.3)g" + 

(««) si (1,1)r +(1.2)»' +(1,3)r"-|- 

(oA) « (1.1), +(1,2)/ +(1,3>'' + 

etc. 

(/fty) ^ (1,2)g + (2,2)9' + (2,3)?" + 

iß») = (1,2)r + (2,2)r' + (2,3)/ + 

[ßX) » (1,2)« + (2,2)«' + (2.3)»" + 

etc. 

iytj) ^ (1,31? + (2.3)5 + (3,3)!/" + 

(yx) =r (1,3)r + (2.3)r' + (3,3)r' + 

(yA) « (1.3)« + (2,3)«' + (3,3)«" + 

u. 8. w. gesetzt worden ist. Multiplicirt man nun die (42) der Reihe 
nach erst mit q, q', q, etc. dann mit r. r'. r", etc. dann mit «. «', «*, etc. etc. 

46» 
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und addirt jedes Mal, so ergeben sich in Folge der Gleichungen (39) und 
(41) die folgenden 



(43) 



{f]*)a 



Hß 

{xX)ß 



» ■ 



= m 
= m 



u. s. w. wo 



ivv) = («^)<i' ■♦• {ß^W 

in*) = W? + {ß*)i 

= {ari)r -¥■ (ßriY ■ 

(,A) = {<ü)q + {ßX)q- 

= {aij)8 + {ßti)8' 
etc. 

{f]M) = {at3)k + {ßri)U 



{pi)q 

{r»)q' 
(piY 



(xx) = {ax)r + {ß»)r' ■+■ (yx)r" 

(jd) = {axy + ißxy + (rX)r 

= (ax)« + {ßx)s + ipty 
etc. 

(xM) = [a%)k + (/?x)Ä' + (yx)r 



(U) = (a;i)« + 0?^)*' + (yA)»" -» 

etc. 
(XÄf)= («A)& + (/?A)&' + (yA)Ä' -f 

u. s. w. Durch die Auflösung der Gleichungen (43) bekommt man nun 
immer die Werthe der Unbekannten a, ß, y, etc., und substituirt man 
diese nebst den Werthen von A', B', C, etc. in die (42), so ergeben 
sich auch die A, B, C, etc. durch bekannte Grössen ausgedrückt. Geht 
man hierauf zur Gleichung (33) zurttck, und substituirt in diese die aus 
den (38) zu entnehmenden Werthe von y/, y/', A', etc. so bekommt 
man, nachdem 

(aO = ^al + pVf + pVr + . . . 
(6^ = fhl -h p'6T + fVt + . . . 
(c/) =1 fd + f'dt + p'cT -I- . . . 

u. s. w. gesetzt worden sind, 

Sl = 0) + 4(o/) + Ä(6/) + C(c/) + . . . 

—«f—ßg —Y^ — ••• 



^ 
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welches der wahrscheinlichste Werth von Sl ist. Multiplicirt man ferner 
die Gleichungen (38)mit //, A\ A\ und addirt, so wird in Folge der 
Gleichungen (37), (39), (36) das Gewicht dieser Bestimmung 

P = 



i4*+fiifc'+a"+.. 



Hiemit ist unsere Aufgabe schon vollständig gelöst , denn nicht nur der 
wahrscheinlichste Werth von */2 und das Gewicht dieser Bestimmung, 
sondern auch die wahrscheinlichsten Werthe der Unbekamiten x, x\ x\ 
etc. nebst ihren Gewichten sind durch die im Vorhergehenden abgelei- 
teten Ausdrücke gegeben, wie man weiter unten sehen wird. 

36. 

Man kann in Bezug auf die eben erhaltenen Ausdrücke für Sl und 
P noch einen Schritt weiter gehen. Eliminirt man die A, B, C, etc. durch 
die Gleichungen (42), und setzt 

F = f + [arilal) + (/?,)(&/) + {pi){cl) + . . . 
G = (/ + {a%)(al) + (ß^){hJ) + (yx)(c/) + . . . 
ff = A + [aX)[al) + {ßX)[bl) + (yX){cl) + .. . 

u. s. w. und hierauf 

y = A{at)^B\hl) + C'(c/)-h ... 
Z = Fa + G/J + ffy + ... 
so wird 

J2 = o-l- Y—Z 

Setzt man ferner 

R = Ak^BU + CT + ... 

S = a{fiM) + ß[%M) + y[}M) + ... 

so ergiebt sich 

P = — ^ 

Für Z lässt sich noch ein anderer Ausdruck geben , der wenigstens in 
dem Falle, wo man die Gewichte entweder gar nicht oder doch nur 
wenige derselben kennen lernen will, auf eine einfachere Rechnung 
führt. Durch die unbestimmte Auflösung der Gleichungen (43) habe 
man erhalten 
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« » {1,1j(iyJf) + H,2l(»lf) + {1,3}(AÄf) + ... 
/? »= H,2}(»?Jf) -I- {2,2i(»lf) + {2,3}(^) + ... 
V == \\,Z\[riU) + |2,3}(»M) + {3,3}(XÄ) + ... 

u. s. w. Eliminirt man hiemit «, /?, ;', etc. aas dem obigen Ausdruck für 
Z, so wird 

Z = 1|1,1}F+ {1.2iG + {i,3j£r+...|(,if) 

+ j{1,2|F+ {2,2}G + {2,3}fl+...j(«Äf) 

+ j{1,3}F+ |2,3!G+ j3.3}ff -!-...{ (UT) 

+ . . . 

Setzt man daher 

(44) • . • {n*\ + H/?, + », +... = G 

[(lyA)«, +(»A)/J, +»,+... = ff 

u. s. w. SO bekommt man 

Z = a/i?Af) + /?>Jf) + y/AM) + ... 

Dieser Ausdruck führt namentlich in der Anwendung unserer Aufgabe 
auf die Geodäsie, wie man weiter unten sehen wird, auf eine kürzere 
Rechnung wie jener. 

37. 

Zur weiteren Ausarbeitung der im Vorhergehenden enthaltenen 
Auflösung unserer Aufgabe ist zuerst die Auflösung der Gleichungen (40) 
auszuführen. Man multiplicire die erste (40) mit dem unbestimmten 
Factor d und addire sie zur zweiten ; man multiplicire ferner die erste 
mit a", die zweite mit /S", und addire beide zur dritten ; ferner die erste 
mit a\ die zweite mit ^\ die dritte mit /', und addire alle diese zur 
vierten, u. s. w. Bestimmt man nun diese Factoren so , dass nach ein- 
ander A', A' und B\ A', B' und C, u. s. w. verschwinden, dann sind 
die (40) auf die folgende Form gebracht worden, 

{aa)K + {ab)h' + {ac)C' + {aä)J}l + ... « If = Ä 

(66,1)B' + (6M)C' + (6d,4)D' + ... = M' 

(cc,2)C' -H (cd,2)D' •+. ... =* M" 

(dd,3)ß' + ... « W 



\ 
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und fUr die eingeftlfarten HülfsgrOssen ergeben sich die folgenden Glei- 
chungen, die zur Bestimmung dersdben dienen. Die eingeführten Fac- 
toren «', a", ^, etc. werden durch die folgenden Gleichungen bestimmt, 

(fla)«' -I- («6) = 

{m)d: -¥■ {ah)(l' + (oc) =0 
(oft)«" + (66)/f -I- (6c) = 

(00)0"' ■+. {ph)f + (oc)/" -i- (od) = 
(ahy -I- (66)/f' + {hc)f + (6d) = 
(oc)«"' + ^^c)f' + (cc)/' + (cd) =0 

u. s. w. worauf (66,1), (6c,1), etc. etc. sich durch die folgenden ergeben, 

{ahy -I- (66) = (66.1) 

(ac)a' + (6c) = (6c, 1) 

\aä)oi! -I- (6d) = (6d,1) 

etc. 

fax' + fe' = m 



{ac)a -¥■ {hc)ß' + [cc) « (cc,2) 
(flw^a" + (6d)/S" + (cd) IS (cd,2) 
etc. 



(ad)«'" -1- 


(6d)/r" + 


{cd)y" 


+ {dd) 


= 


(dd,3) 










etc. 








W" 


+ k'ß'" 


+ k'Y 


' -1- r 


= 


M"' 



u. s. w. Vergleicht man aber die Gleichungen zur Bestimmung von a, 
^, etc. mit den (40) , so wird man sogleich gewahr , dass sie sich auch 
auf die folgende Form bringen lassen müssen, 

(fla)«' + (a6) = 

{aa)a + («6)//' + {ac) = 
(66,<)/J" -I- (6c,1) = 



(ofl)«" + {ah)f -♦. {ac)f + (ad) = 
(66,1)//" + (6c.1)y"' -I- (6d,1) rr 

(cc,2)/' + (cd,2) = 



u. s. w. Setzt man für einen Augenblick 
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A' = aM-*- W + cM" + W" -t- ... 

ff = h'M' -i-t'M" + \)'M"' + ... 

C = t"M" + i"M"' + ... 

D' = b"'Jf"' + ... 

etc. etc. 

und substituirt diese in die obigen Gleichungen fllr A', B', etc., so er- 
hält man 

a(ao) =s \ 

b(aa) + V{ah) = 

i[aa) + c'(o6) + c"(ac) = 

b(aa) + b'(a6) + b"(«c) + b"'(a(i) = 

etc. 
b'(66,1) = 1 
c'(6t,1) •+• (\hc,\) = 
b'(66,1) + b"(6c,1) + b"'(6d.1) = 

etc. 
C(cc,%) = 1 
b"(cc.2) -I- b"'(c(i,2) = 

etc. 
b"'(«id,3) = 1 

etc. 

und die Vergleichung dieser mit den vorstehenden, zur Bestimmung von 
a, ^', etc. dienenden, Gleichungen giebt sogleich 

b'=-^, c'=-^, b'= -,i;:^,, etc. 

etc. 



Af' 



(W,<) ' 
4 


€" = 


(cc,S) • 
(cc,*) ' 

4 


" "~ (<M,3) 
b' = -^- 


{bb.i) ' 




(cc.S) ' 



und hieraus 


folgt 


A' = 


M 

[aa] 


Ä" = 




C = 




D' = 





(W,4) " 


* ■•- (cc») •* ■ «M,») "- 


M' 






*" + *"' J" 






It" 



+ . . . 

(<M,8) + • • • 
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u. s. w. durch welche die UnbekanDten jede für sich gegeben sind. 
Diese Gleichungen geben ausserdem Anlass zu anderen Ausdrücken für 
a, /?", etc. Vergleicht man nemlich die Gleichungen, aus welchen die 
vorstehenden erhalten worden sind, mit denen für «', /?", etc., so lehrt 
der Augenschein, dass diese auch auf die folgende Form gebracht werden 
können, 

_ ' _ J?« 

^ — iaa) 



ff ^^ 


{ac) 
iaa) 


+ 




a 




-/s" = 






[be,t) 






tff ^_ 


loa) 


+ 


{bb,i) 


«' + 


{eä,i) ,' 

(CO,.) « 


-/' = 






(»,4) 


+ 




'" 










{cc,») 



u. s. w. Endlich bekommt man aus den letzten Ausdrücken für A\ B\ 
etc. sehr leicht die CoefBcienten der unbestimmten Auflösung der Glei- 
chungen (40), denn aus der Substitution der Ausdrücke für üf, M\ etc. 
folgt sogleich 

(1,1) = 

0.3) = 

(1,4) = 
etc. 

(2.2) = 

(2.3) = 

(2.4) « 
etc. 

(3.3) = 

(3.4) = 
etc. 

(4.4) = 
u. s. w. 



4 


■ + 


(W.,4) 


• + 




+ 


o"" 


(M) 


(<M,8) 






o' 


■ + 


(cc.a) 


■ + 


a"'fir' 




(»,<) 


«M.I) 










(CC,J) 


■ + 


a"Y' 
(AI,») 


4 


+ 


(cc,S) 


+ 


r» 
(**.») 


+ 




(W.l) 


• . • 








+ 


r 

{<W,8) 






4 


+ 




-1- 


. • • 






(cc.J) 










+ 


. . •■ 










4 


+ 


. . • 
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38. 

Durch Hülfe des Inhalts des vor. Art. kann man sogleich die Auf- 
lösung der Gleichungen (43) hinschreiben. Es wird 

« =• („) -^ (««,<) « -^ (U,») « -^ • • • 



/? = 


V»"»'! 

(«,<) 


y = 




u. s. w. wo 






— a' = ''"^ 







-r = 






(«Jt,<) rt> 



B" 



(««,<) 



etc. 



(j?»)a' + (x») = (x»,l) 

(i,Ä)a' + (XX) :^ {lA,i) 

etc. 

(j?M )a'+ (»M) = (»^.<) 



(•/^K 


+ W 


etc. 


(W,2) 


(ijJtf)a" 


'+ {»M)V' 


■+m^ 


(Ailf,2) 



etc. 



39. 



Nun lassen sich schon die Ausdrücke des Art. 36 für Jl und P auf 
ihre einfachste Form hinführen. Substituirt man die Ausdrücke des 
Art. 37 für A', ff , etc. in den Ausdruck für 7, und setzt den vor- 
stehenden Ausdrücken analog 

(o/)«' -I- (bl) a= {bl,\) 

ial)a" + [ht)^' -H (c/) = (c/,2) 

{aV)a"' + {bt)r + {ct)r"' + {dl) = («Ö.3) 

u. s. w. so wird 



\ 
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und substituirt man dieselben Ausdrucke in den Ausdrack für A, so wird 

n _ Jlf^ M'* M"* M"'* 

^ — M ■*■ (66,4) "^ (cc,%) "*• (dd,8) -»-••• 

Substituirt man femer die Ausdrücke des vor. Art. in den Ausdruck für 

Z, und setzt 

Fa + G = C 
Fa" + Gb^ + ff = H" 

u. s. w. so bekommt man 

und die Substitution derselben in den Ausdrude für S giebt 

"~ m "^ («f,^) "^ (iti,«) "^ • • • 

Will man den zweiten Ausdruck des Art. 36 für Z anwenden , so sind 
in Folge der Gleichungen (44) die folgenden Ausdrücke zu berechnen, 

^' ™ M "^ («*J) ^ *•* (^^«) «■*■••• 

P> — liiiTT "*" '(2x;5r ^ -«- • • • 

J'' "" (ll,%) ■*■••• 
u. s. w. worauf sogleich 

Z = u,{tiM) + ßi^nU) + y,(ilf ) + . . . 
berechnet werden kann. Dem Vorhergehenden zufolge wird darauf 
J2 = (»+y-Z, P =a -—g. 

40. 
Zur Reduction der Ausdrücke der Grössen {ati\ (ßrj), etc. setze man 

n ^ q X = r 

fj ssi aq + q % ss ar + r 

etc. etc. 

u. s. w. worauf die Substitution der Ausdrücke für (1,1), (1,2), etc. des 
Art. 37 in die Ausdrücke für {ari), (ßr^), etc. des Art. 35 sogleich 
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H = 
etc. 

ißv) = 

{ßX) = 
etc. 

(yv) = 
W = 

etc. 



V 


+ 


«V 


[aa] 


(66,4) 


X 


+ 


«'x' 


loa) 


(66,4) 




+ 


(66,4) 


V' 


+ 


/9"^' 


(»,<) 


(cc,8) 


(66,4) 


+ 


ß"*" 
(cc,») 


l' 


+ 


/S"i" 


(66,4) 


(cc,») 




+ 


• • • 


(cc,«) 


+ 


• • • 


X" 


-». 





(cc,2) 
(cc,2) 
(cc,«) 



(cc,a) 



u. s. w. giebt. Substituirt man nun diese in die Ausdrücke für (lyiy), {tjK), 
etc. des Art. 35, so werden 



(w) - 


n" 


■ + 


V" 
(66,4) 


+ 


V" 


+ . . . 


[aa) 


(cc,J) 


M - 


n» 


+ 


(66,4) 


+ 


(CC,S) 




(aa) 


+ . . . 


(,A) = 


{aa) 


■ + 


(66,4) 


+ 


ifA" 

(cc";8) 


+ . . . 


etc. 














(7^) = 


nit 

(aa) 

«» 

M 


- + 

- + 


n'M' 

(66,4) 


+ 


if"jr" 

(ce,%) 


+ . . . 


H = 


*« 


+ 


(cc,8) 


+ . . . 


(66,4) 


H = 


xl 

(aa) 


• + 


(66,4) 


+ 


x"jl" 
(cc,8) 


+ .. . 


etc. 














(»jif) = 


xM 

(aa) 


+ 


»'Jf' 

(66,4) 


+ 


at"Jf" 

(cc,a) 


+ . . 


(«) = 


l* 


+ 


(bb,1) 


+ 


(CC,8) 


+ . . . 


(aa) 


etc. 














(W) = 


XM 

(aa) 


+ 


l'M' 

(66,4) 


+ 


i"Jf" 

(CC,8) 


+ . . . 

• 
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a. s. w. Endlich gehen durch dieselben Substitutionen die Ausdrücke 
des Art. 36 fllr F, G, etc. in die folgenden über 

(aa) (W,4) (cc,«) 

u. s. w. womit alle erforderlichen Grössen auf ihre einfachste Form ge- 
bracht worden sind , und die im Art. 35 eingeführte unbestimmte Auf- 
lösung der Gleichungen (40) überflüssig wird , und daher nicht ausge- 
führt zu werden braucht. Alle Ausdrücke, die wir erhalten haben, be- 
sitzen eine so regelmässige Gestalt, dass sie ohne Weiteres beliebig fort- 
gesetzt werden können. 

41 • 

In dieser Auflösung sind zugleich die Ausdrücke fUr die Unbekann- 
ten selbst nebst deren Gewichten enthalten, denn setzt man zuerst 

fc=1, K = 0, fc"=0 , etc. G) = 
so wird Jl=sx, Aus den vorstehenden Annahmen folgt aber 

Jf ^ 4 , M' SS a y M" =s a", etc. 

(i^Äf) = {(xri) , {%M) = {ax) , {XM) = {aX) , etc. 
(xlf,1) = (ax,1) . (W,2) = (aA,2) , etc. 
Setzt man daher 

Xs=y — z, x' = y' — Z , X sssy"* — z\ elc. 



so wird 



oder 






und bezeichnet man die Gewichte von a?, x\ x\ elc. mit 77, 77', 77", etc. 
und setzt 

77 = -^ , 77' = -r'-T , 77' = -tt^. , etc. 
so werden 

;r = -r-r 4- -TTi-rr + 



(oa) ^ (66,1) ^ (cc,l) 
^ "" M "^ («»»^) UA.«) 
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Macht man ferner 

i = 0, *'=*, Ä^ssO, ele. c»a=6 

so wird Jlssx\ und man bekommt 

M= fr, M'=i 1 , W^^r, etc. 
(i?Af) = 0?,) , (xM) = (/Jir) . (AJf) = (ßk), etc, 
(xlf,i) = (/?x,i) , (A3f,2) = (/JA,2) , etc. 
worans 

» — (bb,^)'^ {cc,%)P ■*"••• 

^ "" (i?i?) "^ («f,^) "^ a^.2) "^ •'• 

hervorgehen , und ebenso erhält man 

y — (<»,«) ^ ••• 



(cc,2) 



u, s. w. 



^ "" M "^ (»*,^) "^ (it^,«)" 



42. 



Zur leichteren Uebersicht sollen jetzt alle zur Berechnung von 
Jl, X, x\ x\ etc. und P, 77, 77', /?", etc. erforderlichen Ausdrücke der 
Reihe nach , so wie sie zur Anwendung kommen , zusammen gestellt 
werden, liiebei wollen wir jedoch zuerst von den zur Berechnung von 
Jl und jP dienenden Ausdrücken absehen , und diese nach jenen fUr sich 
anführen. 

Nachdem man die ursprünglich gegebenen Gleichungen so vorberei- 
tet hat, dass die Goefßcienten der Gleichungen (29) und (30) bekannt 
sind , rechne man zuerst 
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{aa) = pa^ +pa:^+p"a!'^ + . . . 

{ab} = pah-^p^'V-^faT + ... 

(ac) = pac+p'ac +p"ac + ... 
+ g9" + tr" + «/ + ... 
etc. etc. 



(66) = y6? + p'6'2^pV2+ . 
+ 92 + r'2 + «'2 + ... 

(6c) = p6c-f-p6V+y6V + 

elc. etc. 

(6/) = p6/ + |)'67'H-/6T + 



{cc) = pc^ + p'c^ + pV^ + ... 
+ 5f"2 + f^* + «"2+ ... 

elc. etc. 

(c/) = pcl'^p:cTHtf^r ^. 



etc. bis 



(tt) = pl^ + pr^+pT^ + ... 

Die Anwendung des Ausdrucks {II) , welcher im Vorhergehenden nicht 
vorgekommen ist, wird weiter unten erkl&rt werden. 

Zu den vorstehenden Ausdrücken: ist za bemerken-, d&ss sie zwar 
immer ganz so, wie sie angesetzt sind, angewandt werden können, 
dass aber in gewissen Fallen die von den GoefBcienten 9, r, «, etc. der 
Gleichungen (30) abhängigen Glieder entweder ganz weggelassen , oder 
abgekürzt werden könnea. Sei wieder m die Anzahl der Gleichungen 
(24), und n die Anzahl der x, x\ af\ etc., dann dürfen die genannten, 
von den (30) abhängenden , Glieder ganz weggelassen werden , wenn 
entweder m^n oder fn = n ist, wenn aber m <n ist, so müssen die 
Coefficienten von wenigstens einer Anzahl n — m der Gleichungen (30) 
aufgenommen werden. 
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43. 

Es sind hierauf die Coefficienten (66,1), (6c,1), etc. zu berechnen, 
und dieses kann immerhin durch die im Art. 37 dafür abgeleiteten Aus- 
drücke geschehen, allein ich ziehe vor, die folgenden anzuwenden, die 
entweder selbststSndig , oder aus den vorhergehenden ähnlichen leicht 
abgeleitet werden können 

J — J^ Ä' — _ J?l v' — _ i?^ PtP I' ^^ 

" "" [aa) ' P — [aa] ' / — (oa) » ^^^' ~ [aa) 



(66,1) = (66) + [ah)d 
(6c,1) = (6c) + \ac)d 
(6d,1) = [bd) -h [ad)d 

etc. 
(6/,1) = (6/) + {al)ci 



Kl) 


= [cc) + 


{ac)ß! 


Kl) 


= {cd) + 
etc. 


{ad)^ 


{cl,\) 


= («0 + 


i^¥ 


{dd,\) 


= (dd) + 
etc. 


{ad)r 


{dl,\) 


= W + 


W 


etc. bis 


(«.<) 


= («) + 


(«%' 


n 
V 


— „ '**') 


. fite. 






(cc,2) = (cd) + (6c,1)/f 
K2) = K<) + (Hl)/!" 

etc. 
(cf.2) = (cf,i) + {bl,i)^' 

\dd,2) = ((W,i) + {bd,\)r" 

etc. 

(«tf,2) = (d/.1) + (6/.1)/ 

etc. bis 

(«.2) = {m) + {bi,i)f 



\ 
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' ~ (cc,2) * ^^^- ^ — (CC.2) 



(dd,3) = (rfti,2) + K2)/" 
etc. 

(d/,3) = (rfA2) + (r/,2)/" 
etc. bis 

(//,3) = {11,2) + (c/,2 )r 

etc. bis (K,w) 

wenn wieder n die Anzahl der x, x\ x\ etc. bezeichnet. 

Zu bemerken ist hiebei, dass wenn m=^n^ und keine der Glei- 
chungen (30) mit zur Berechnung der {ad), {ab), etc. beigezogen worden 
sind, so wie wenn «»<n, und man nur n — m dieser Gleichungen zu- 
gezogen hat, immer 

(//,n) = 
werden muss. 

44. 

Nun können die a", /?"', etc. nach folgenden Ausdrücken berechnet 
werden , 

«" = /?' + ^'a' 



a 


/ . ff t ^ ifi tt 


ty 

a 


^ ö' + ra + ra" + (JV" 




etc. 


f 


= /5" 


r 


- /' + yy 


ßf' 


= <J" + <J"'/J" + (^'/S"' 




etc. 



fit 

Y 


= Y 








y" 


etc. 


+ 


if' 


1' in 

Y 


d"- 


= r 
etc. 









11. s. w. die ich zu mehrerer Deutlichkeit für eine Unbekannte mehr, wie 
in den vorangegangenen Ausdrücken hingeschrieben habe. Es wird 
hierauf 

Abhaudl. d. K. S. Geseilscb. d. Wissensch. XIII. 47 
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f _ " ' - ttt a ^ IV in , 

— » «« + «« + ««+«« + ••• 
— » = X -^ % p-*-xp + ••• 

— y = X +••• 

etc. etc. 



«'» «^ 




o"« 


(»,1) "•■ (CC.J) 




(W.l) ^ (cc,4) 

4 


{*»,») 


(ee.«) 


(<W,») 

4 



9r 

n SS 

^ — (dd,8) -^ ••• 

etc. etc. 

Ich mache darauf aufmerksam , dass hierin schon die Auflösung der 
Aufgabe des Art. 18 u. f. vollständig enthalten ist, denn die für die all- 
gemeine, im Art. 31 aufgestellte Aufgabe noch hinzukommenden Aus- 
drücke hängen alle so von den Bedingungsgleichungen ab , dass sie zu- 
gleich mit diesen wegfallen. In Betreff der Aufgabe des Art. 1 8 wird also 

X = y , x = y\ x=y\ etc. 

und die Gewichte dieser Bestimmungen werden bez. 

TT ' 71' ' TT" ' ^^' 

In Bezug auf die allgemeine Aufgabe können die bis jetzt zusammen- 
gestellten Ausdrücke als den ersten Theil der Auflösung betrachtet wer- 
den, und dieser Theil wird, wenn nicht m<in ist, genau so ausge- 
führt, als wären gar keine Bedingungsgleichungen vorhanden. Wenn 
aber der eben erwähnte Fall eintritt, so müssen zur Bildung der Goeffi- 
cienten {aa) , {ab) , etc. auf die eben erklärte Art wenigstens n — m der 
Bedingungsgleichungen mit Weglassung ihrer völlig bekannten Glieder 
zu diesem ersten Theil der Rechnung hinzugezogen werden. 



45. 

Der zweite Theil der Auflösung unserer allgemeinen Aufgabe fängt 
mit der Berechnung der mit ij , ri\ etc. x, k , etc. etc. bezeichneten Httlfe- 
grössen an , die durch die folgenden Ausdrücke erhalten werden, 
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ri = q X = r 

fj ^ aq +q x = ar +r 

iy = a q +p q +q it— ar+pr-hr 

etc. etc. 



X zss a 8 +p 8 +8 




etc. 


\ ssa8'hp8+y8+s , 






etc. 






worauf roan zunächst 






''-f*^i-^,v 


+ 




.0-9 + S'*S,' 


+ 


(cc«) * +••• 


"-»+3^+^11 '■ 


+ 


(rf.8) ," . 

(cc,S) * ^ • • • ) 



(45) 



u. s. w. berechnen kann. Hiebci ist zu bemerken, dass wenn man zur 
Berechnung von (oa), (ab), etc. die Anzahl von n — m Bedingungsglei- 
chungen hinzugezogen hat, ftlr diese n — m Gleichungen 

F=f, G = g , etc. 

werden muss, indem alsdann für diese die Summe der übrigen Glieder 
der vorstehenden Gleichungen verschwindet. Hat man mehr wie n — m 
Gleichungen hinzugezogen , so finden die zuletzt angegebenen Gleichun- 
gen nicht mehr statt. Der Beweis dieses Satzes wird sich weiter unten 
ergeben. Auch wird weiter unten gezeigt werden , dass man die Be- 
rechnung der (45) gänzlich umgehen kann. 

46. 
Es kann nun berechnet werden 



('?'?) 


= 




+ 


«»" 


+ 


Icc.i) 


+ ... 


(W.,1) 


(^«) 


« 


1JX 

(oa) 


+ 




+ 


(cc,») 


+ ... 


w 


= 


(oa) 


+ 


fl'l' 

[bb,*] 


+ 


if'l" 

(cc,2) 


+ ... 




etc. 










etc. 


H 




»» 




»** 




«"» 




^ 


(00) 


+ 


(bb,i) 


+ 


(CC») 


+ ... 


W 


«= 


{6a) 


+ 


x'l' 

(66,4) 


+ 


x"X" 

icc.i) 


+ ... 




etc. 










etc. 



47' 
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P. i 


\. Hansen. 




(«) 


etc. 


(oa) 


+ 


X" 

{bb.t) 


+ ■ 


(ee,%) ^ '" 

etc. 


etc. 



und hieraus sind Ausdrücke zu berechnen, die denen des Art. 43 voll- 
stüodig analog sind , nur dass die Grösse , die dort mit (U) bezeichnet 
wurde, hier Null ist, nemlich 

a' « — J5?L V i?^ ptc t* — -I- -?- 

^ ^ (i»n) ' "^ ^ (■>■») <^^' i — ■»• („) 

{xX,i) == (xA) + {tjX)(x' 
etc. 



ff' 


« (U) + 

etc. 
= H + 


FV 






etc. bis 






R 


^ 


Fi 




b' = - >^'^ 


f.etcf 


= + 1 


xx,t) 


(AA,2) = 


etc. 
ff' + 


G'B' 




elc. bis 


R" = 


R' + 


G'l" 




etc. bis iP'> 



wenn wieder 9 die Anzahl der vorhandenen Bedingungsgleicbangen be- 
zeichnet. 

47. 
Hierauf ist zu berechnen 



(<w?) = 

ißv) = 



etc. 



= _JL j_ "'*'' j. ""V 

(oa) ^^ (66,«) ^^ (cc,«) 

(W,4) "^ (cc,8) 



(ec,t] 
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iß*) = 

etc. 


(oa) ^ (W,l) 


+ 


(cc.«) "•"••• 


(66,1) 


m = 

elc. 


(oa) "•" (66,1) 


-1- 


(cc.i) "*"••• 

(ec,«) "*"••• 
X" 


(66.1) 



u. s. w. Die Anzahl dieser Gruppen ist der Anzahl der Bedingungs- 
gleichangen ; und die Anzahl der Grössen jeder Gruppe der Anzahl der 
Unbekannten gleich. 

48. 

Will man nicht blos die Unbekannten selbst, sondern auch ihre Ge- 
wichte kennen lernen , so sind noch die folgenden HülfegrOssen zu be- 
rechnen, 

{tt»,\) =s («») -I- (aiy)a' 

{ß»,\) = iß») + (^)a' 
etc. 



{aX,\) = (aX) + (ajy)b' 
{ßl,\) ^ {ßX) + {ßti)h' 

etc. 
etc. 

(<a,2) =s {ak,i) + (a».1)b" 

(/JA,2) rs (/?A,i) + 0?»,1)b" 

(yA,2) » Ö'A.I) + (rx^)^ 
etc. 

etc. 



bis alle Bedingungsgleichungen erschöpft sind. Hierauf werden 
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elc. etc. 



^ ~ M "^ (**.«) "^ U^2) ^ ••• 

f^ ~ 'M "*■ (^*,<) ^ (^^«) "^ ••• 
etc. etc. 

wodurch in Verbindung mit den Werthen des Art. 44 für y, y\ etc. und 

;r, tt', etc. alle Unbekannten nebst deren Gewichte gegeben sind. 

49. 

Will man hingegen auf die Kenntniss der Gewichte d* Unbekann- 
ten Verzicht leisten, so lässt sich die Berechnung der Werthe der Un- 
bekannten abkürzen, indem die im vor. Art. angegebenen Rechnungen 
wegfallen, und die folgenden kürzeren an ihre Stelle treten. Man rechne 
in diesem Falle die Grössen 21', S3", etc. 91", elc. etc. nach den folgen* 
den Formeln, die ich für fünf Bedingungsgieichungen vollständig hin- 
schreiben will, 

r = I' + f b' 
f&' = j" + j-b" 
q: = f + f b'" 

5D' = f + fb'^ 



T 


SS 


«' + 5D'c' 


»" 


1= 


33' + 2)'c" 


6" 


= 


6' + 2)'c"' 


T' 


= 


T H- 6"b' 


<8'* 


= 


83" + e"b" 


r 


= 


r'+93"'a' 



und die man leicht auf jede beliebige Anzahl von Gleichungen ausdeh- 
nen kann, wenn man erwägt, dass hier j*' für die letzte aller vorhande- 
nen j, und b', b", b'", b" flir die letzten aller vorhandenen a, B, c, b, e, 
etc. stehen. Da hierauf 



\ 
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■ ß, « »'" 
y, - r 

werden, so kann man ohne weitere HfllfegrOssen schon 

« — {atl)a, + («»)/?, + {cd)r, + ... 

etc. etc. 

berechnen. 



50. 

Wenn man der Eennlniss der Unbekannten nicht bedarf, sondern 
blos eine Function Jl derselben nebst deren Gewicht zu ermitteln hat, 
so erleidet das Verfahren die folgenden Abänderungen. Die Ausdrücke 
der Artt. 42 und 43 nebst den Ausdrücken des Art. 44 für die a", /J", 
ßf", etc. müssen berechnet weixlen. Hierauf setze man 

M ^ k 

M" ^ a'k + k' 

M" = «"ft + /S"&' + k" 

M" = a"'h + ßf'U + /' 
u. s. w. worauf 

- y « ;f'jf + j{'M' + ii"M" + rM"' + 

und 

R » 



(46) 



(oa) 



jr» 



jr" 



) 



(66,4) "^ (CC,2) ^ ((W,8) -T- ... I . (47) 

werden , und der erste Theil der Auflösung ausgeführt ist. Es sind dar- 
auf die Ausdrücke der Artt. 45 u. 46 zu berechnen, während die der 
Artt. 47 u. 48 wegfallen. Statt der letzteren berechne man 

^*Jlf^ «« *^ -I. *'^' j. '^'^" ^ l /ift\ 



w = w •*- 



(66,4) 
(66,1) 



(cc,J) 
(cc,l) 
(cc,S) 



u. s. w. und 
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(49) 



(xAf,1) = (xM) + {fiM)({ 
(Aitf,1) = (AM) + {riM)h' 

etc. 

(Aitf,2) = (AMJ) + (xif,i)b" 

(^J»f,2) = (^.3f,1) + (xM,1)c' 

etc. 

(^iM,3) = OuM.2) + (AJtf,2)r 
etc. 



u. s. w. worauf man 



z = ^;-^ F 






G 



{a;.,2) ^ 



~ {tm) "^ (XX. 4) "^ (U,<) 



und 

(^®) • • • [rin) • (^*.^) 

erhsilt , womit die Aufgabe vollstdodig gelöst ist. 

Hat man aber ausserdem auch die Werthe der Unbekannten x, x\ 
etc. nach den obigen Ausdrücken berechnet, so ist es klar, dass man 
den wahrscheinlichsten Werth von Jl schon durch die Substitution dieser 
Werthe von x,x, etc. erhalt, und in diesem Falle braucht man die vor- 
stehenden Ausdrücke für Y und Z nicht zu berechnen. Sind die Werthe 
und Gewichte von mehreren Functionen zu berechnen , so müssen die 
in diesem Art. erklärten Rechnungen für jede dieser Functionen beson- 
ders ausgeführt werden. 

51. 

In Bezug auf die Ausdrücke (45) fllr F, G, ff, etc. ist eine Bemer- 
kung zu machen, wodurch ihre Bedeutung erklärt, und die Beweise 
der beiden am Ende des Art. 45 angefilhrten Sätze erhalten werden. 
Substituirt man die Ausdrücke für tj, ^', etc. x, x, etc. etc. in die (45), 
so ergiebt sich sogleich in Folge der Ausdrücke fllr y, y\ etc. des Art. 
44 dass auch 

Fi». . /'- lfm 

= f -^ qy -^ 9y + qy + '" 

G = g + ry + ry' + rY + . . . 
H ^= h + sy -^ sy + s'y" + . . . 

u. s. w. sind, und diese Ausdrücke geben zu erkennen, dass F, G, ff , 
etc. das Resultat der Substitution der Grössen f +y, i' + y\ etc. in die 
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ursprüDglichen Bedingungsgleicbungen sind, wenn |, i\ etc. im Sinne 
des Art. 28 wieder aufgenommen werden. Es wird mit anderen Wor- 
ten in den Bezeichnungen des Art. 28 

rp{S + y. f' + y, ^" + y\ etc.) = F 
;f(l + y,s' + y. 5" + y". etc.) = G 

etc. etc. 

Wenn man nun die Coefficienten der veränderlichen Glieder von n — m 
Bedingungsgleichungen mit zur Berechnung der Hülfsgrössen {aa), {ab), 
etc. benutzt hat, so sind die Werthe von y, y\ etc., die man erhält, aus 
einer gleichen Anzahl von linearischen Gleichungen bestimmt worden, 
die folglich alle durch diese Werthe von y, y\ etc. vollständig erfüUl sind. 
Es müssen daher die Gleichungen 

= gy + gy + ?y + ... 

= ry + r y' + ry + . . . 
etc. 

wenn hierunter die n — m mit angewandten Bedingungsgleichungen ver- 
standen werden , vollständig durch die erhaltenen Werthe von y, y\ etc. 
erfüllt sein. Hiemit geben aber die obigen Gleichungen für F, G, etc. in 
Bezug auf diese n — m Gleichungen 

F = f, G = g, etc. 

w. z. b. w. In jedem Falle ergeben sich aber durch die Substitution 
der Summen der anfiinglich angenommenen Werthe der Unbekannten 
und der y, y\ etc. in die Bedingungsgleichungen sofort die Werthe der 
F, G, etc. und die Berechnung der Ausdrücke (45) wird überflüssig 
w. z. b. w. 

52. 

Die vorhergehende Auflösung unserer Aufgabe zeigt schon zur 
Gnüge, dass den Bedingungsgleichungen (30) vollständig Gnüge gelei- 
stet worden ist , aber demungeachtet scheint es mir nicht überflüssig 
dieses a posteriori durch Anwendung der Function Jl auf eine derselben 
nachzuweisen. Da ferner diese Bedingungsgleichungen ohne Hülfe von 
Beobachtungen erlangt worden sind, und demzufolge gewiss sind, so 
muss sich dieses auch durch das Gewicht P derselben nachweisen las- 
sen, welches in Bezug auf diese Bedingungsgleichungen unendlich gross 
werden muss. Sei zu dem Ende 
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CO =: /*, k ^ q , k' :sz q , W ss q\ etc. 
daDD wird 

Jl SS qx + q:if + qx + ... + f 

und J2 = ist mit der ersten Bedingungsgleichung (30) identisch. Durch 
die vorstehenden Annahmen ergiebt sich 

Jlf = jy , Bf ^ fj' , M" SS fj" , etc. 

(,¥) = (,,,), (»¥) = (,«). (AM) = (,A). etc. 
{xM,i) = , {XM,i) = , etc. 

womit , nach Substitulioo der Ausdrücke für x\ %■> etc. 

und Z B F folglich 

J2 a 

wird , w. z. b. w. Substitairt man auch die obigen Ausdrücke für If , M' , 

etc. in die für A und Z, so erhttlt man 

R = [tjt]), S = (i?jy) 
folglich 

P = oo 

w. z. b. w. Auf dieselbe Art beweist man das Erßllltsein der übrigen 

Gleichungen (30). 

53. 

Für die Summe der mit den bez. Gewichten multiplicirten Quadrate 
der übrig bleibenden Fehler lässt sich mit Benutzung des Vorhergehen- 
den ein einfacher Ausdruck geben. Da den Gleichungen (30) vollständig 
Gnüge geleistet worden ist , so ist die genannte Summe , wenn sie mit 
W bezeichnet wird, 

W ^ p\ax+ bx + ex" + ...—./ j» 
+ p'\a'x + b'af + c'x' + ... - f }2 

+ p \ax + bx + ex +... — *j^ 
+ etc. 
oder wenn man die Quadrate entwickelt, 

W = \[aa\x + [aby + [acy + ... — {at)\x 

+ \[ab]x + lbb]x + [bc]x' + ... — {b[)}x' 

+ \[ac]x ■+■ [bc]3{ •+■ [cclx' + ... — {cl}\x' 

■+■ etc. 

— \{al)x + {bl)x' + {ciy + ... - {U)\ 



\ 
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wo die BezeicbnuDgeo [aa], [ab], etc. dem Art. 34 und (a/), (6/), etc. 
dem Art. 42 gemäss zu verstehen sind. Eliminirt man hier [aa]^ [ab], 
etc. vermittelst der Gleichungen 

(«6) = [ab] + [qq] 
etc. 
die im Art. 34 erklftrt worden sind, und setzt 

W s= \{aa)x +_{ab)x' + {ac)x" + ... — {at)}x 

+ \{ab)x + {bb)x' -t- (fcc)/ + ... — (bl)\iif 

+ \{ac)x + {bc)x' + {eejx'' + ... — (c')l^" 

+ etc. 

— \{al)x + {biy + icl)x' -I- ... — (M)j 

+ ![M> + [gYK + [9YK + ...K 

-h etc. 
so wird 

W = W — W" 

Wenden wir uns nun zunächst zur Reduction der Function W\ so 
geben die Gleichungen (30) zuerst 



[qq]x + [qq']x' + [qqY -h . . . =^ — qf — rg - 
[qq]x + [qqY + [q'qY + ... = - q'f - fg -- 

[qqy + Wqy + [q'qY + ... = - g? - /y - 

etc. etc. 




deren Substitution 




W = ^{qx + q^ + qx'+...)f 




— {rx + rV -4- rV + ...)jf 




— (ät + s'x + «V -f- ...)A 




— etc. 
und in Folge der (30) 

W"= p + g^+h^... 

giebt. 





54. 
Zur Reduction des Ausdrucks für W setze man zuerst 
k = {aa) , k' = (öfr) , Ä" = (ac) , elc. « sa= — (al) 
wodurch 
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Sl = {aa^x + {ahy + (ac)x* +... — («/) 

wird. Die Ausdrucke des Art. 50 geben nun 

U ^ {aa), M ' = , Jf " = , etc. 

(jylf) = 5, (xM) = r, (Alf) = », etc. 

(xAf.i ) = ga' -I- r , (AM,2) = ^a' + rb' + « , etc. 
woraus 

folgt. Setzt man ferner 

k =. [ab] , k' = {bb) , k" = (6c) , etc. © = — (6/) 
so gehen dieselben Ausdrücke über in 

M = {ab) , M' = (66.1) , If' = . etc. 
[riM) = q , (»If ) = r' . [XM) = »' , etc. 
[*MA) = q'a'+r, (AM.2) == gV+rb'+«', etc. 
wodurch , wenn man den jetzigen Ausdruck von J2 mit Jl' bezeichnet. 

•«' = - w?' - (Ar (?'<^'+'-') - (|ir(?'«"+^''»"+'') - «^- 

hervorgeht. Auf dieselbe Art ergiebt sich 



r%" r » ig t tt I II \ n / II n ^ iiaii _ »\ . 



u. s. w. Setzt man endlich 

Jk = — (aO . k' = — {bt), k" = — {cl), etc. o = {U) 
so wird 

M= — {al}, M' SS — (6/,1) , M'=z — (c/,2) , etc. 

(i^Jf) = f—F, {»M) = g — G, {XM) = h — H, etc. 
{»M,i )=f({ + g^G', (Alf,2) = /a" + gh' + h — H', etc. 

und wenn man den jetzigen Ausdruck von J2 mit J2, bezeichnet, so 

folgt hieraus 

O — //ft _ Ml _ (&'.<)• _ (Chi)* __ 
> ^ I {aa] (66,1) (cc.i) 

+ -4 (^-n + Tx|V(«'=/"«'-^) + TCr^"-/"a"-J^b -A) + ... 

Zufolge des Vorhergehenden wird nun 

W = Jlx-^ nix + J2V +.... + J2, 

und substituirt man hierin die eben erhaltenen Werthe von SL , J2', etc., 
so verschwinden vermöge der Bedingungsgleichungen (30) die x, ol, etc. 
von seihst, und man erhält 
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W — r/n _ Ml _ (^.<)' _ (et,«)' _ 
— V'»; (0«, («,,,, ^ec,i) 

^ inv) ^ (»«.<) ^ (W,») ^ • • • 
Aber die Ausdrücke des Art. 43 geben nach und nach 

(«.i) = w - S 

etc. 
[U,n) — ^«J ~ läi) IwTT l^r — • • • 
und aus denen des Art. 46 bekommt man eben so 
fi' — '* 

Ä " SS Ä' -I- 



etc. 



riji?) ^ {xx,i) ^ (iji,8) -^ • • • 
und folglich wird 

W = («,n) + R^^ (51) 

Dieser Ausdruck giebt fllr sich allein die Summe der mit den bez. Ge- 
wichten multiplicirten Fehlerquadrate, wenn zur Berechnung der {aa)^ 
{ab), etc. keine der Gleichungen (30) hinzugezogen worden sind, denn 
in diesem Falle muss W" = gesetzt werden , und es wird folglich 
W = W. 

Wenn im Gegentheil die Gleichungen (30) oder einige derselben 
zur Berechnung von {aa), {ab), etc. mit verwandt worden sind, so wird 
die genannte Summe 

W = W - W" (52) 

wo W den im vor. Art. gefundenen Ausdruck hat, nemlich 

W' = p+g^ + h'+ ... 

ist, worin aber nur diejenigen /, g, A, etc. aufgenommen werden dürfen, 
die denjenigen Gleichungen (30) angehören , deren übrige CoefBcienten 
mit zur Berechnung von {aa), (ab), etc. gedient haben. 
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55. 

Ehe ich zu den Beispielen , die zur Erläuterung der vorstehenden 
Auflösung der allgemeinen Aufgabe dienen sollen, übergehe, will ich 
den speciellen Fall betrachten , in welchem die Gleichungen (29) in die 
folgenden einfacheren übergeben, 

X = l , X zsz t , ar" = r' , etc. 
und die Gewichte dieser Bestimmungen bez. 

p , p » p ^ etc. 
sind. Die allgemeine Aufgabe geht dadurch in diejenige Ober, die Gauss 
in seinem »Supplementum theoriae combinationis etc.« behandelt hat. 
Da jetzt die Anzahl der Gleichungen (29) der Anzahl der Unbekannten 
gleich ist , so brauchen zur Berechnung der Hülfegrössen {aa), {ab), etc. 
die CoefGcienten der Bedingungsgleichungen nicht hinzugezogen zu 
werden. Die mit «', a" /J', /?" etc. etc. bezeichneten Hülfegrössen wer- 
den alle gleich Null, und man bekommt 

{aa) = p , (66,1) = p , (cü,2) = p" , etc. 
{al) = pl , (6/,1) = pi: , (c/,2) = pT , etc. 

Alle übrigen auf ähnliche Weise bezeichneten GoefBcienten werden Null, 
und hiemit ergiebt sich 

y = / , y' = /' , y" = /" , etc. (//,n) = 

womit der erste Theil der Auflösung schon gegeben ist. Für den zwei- 
ten Theil derselben ergiebt sich nun aus dem Vorhergehenden 



'y = 9. n — 9 ' V =9' 


etc. 


» = r , x' = r' , »" = r" . 


etc. 


A = « , k' = 8 , X" = s" , 


etc. 


etc. 




F = f+lq + rq' + rq" + . 


. 


G =:g + lr +l'r' + r'r" + . 


. . 


tf = A + fc + r«' + t's" + . 


. . 


elc. 




('?'?) «-;"- + -f + -^^ + .. 


. 


M =-^1-^ + ^ + .. 


• 


i,x)^ '; +«; + ';r + .. 


• 


etc. 





K 



f» 


^t ^ft 


p 


+ p + 1^' 


TS 


^ r'*' ^ r^j" 


9 


+ P' + P" 



7dJ VON DBB MeTHODK DER KLEINSTEN QüABBATE etC. 649 

{^) - 

etc. 

(^) = -f + -f + -^ + . . • 
u. s. w. und hieraas sind auf jeden Fall die im Art. 46 erklärten Hülfs- 
grössen [m,\), (AA,2), etc. 6', ü\ etc. zu berechnen, aus welchen man, 
wenn man von der Berechnung der Gewichte von x, x\ etc. absehen 
will, sogleich durch die Ausdrücke des Art. 49 die a . /?,, ;",, etc. be- 
rechnen kann. Da nun zufolge des Art. 47 hier 

(arj) = -J- , (/Jjy) = -iL , etc. etc. 

werden, so ergeben sich sogleich 

^ P 

Z - y 

P^ 
u. s. w. worauf wieder 

X = y — z , X =i y — z , x ss y — z , etc. 

werden. Da die anfänglich zu substituirenden Werthe der Unbekannten 

nur der Bedingung unterliegen, dass sie bewirken sollen, dass /, T, /", 

etc. möglichst kleine Grössen werden, so kann man jedenfalls hier diese 

Werthe so annehmen, dass daraus 

l :^ r = r ^ etc- = 

werden. Hiemit werden auch 

y = y' = y" = etc. = 
und 

F = f, G = g , H ^ h, etc. 

wodurch sich die Auflösung vereinfacht. Die vorstehenden Formeln 
sind mit den Gaussischen identisch. 

Auch die Ausdrücke für die Bestimmung der Gewichte der Unbe- 
kannten, die ich der Kürze wegen weglasse, da sie leicht aus dem Vor- 
hergehenden zu erhalten sind, stimmen mit den Gaussischen ttberein. 

56. 

Ich werde nun die im Vorhergehenden erhaltene Auflösung der 
allgemeinen Aufgabe durch ein fingirtes, einfaches Beispiel erläutenii 
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rT)it welchem man eine Anzahl von Veränderungen vornehmen kann. 
Seien die Gleichungen, die den (29) entsprechen, die folgenden, 



"ix — Sx' 



X 



X 



+ x = 



X — X -i- X -^ X = 



also 0=1,6^1, etc. a' = 2, fe' = — 3, etc. etc. Seien ferner die 
Gleichungen (30) die folgenden 



X 



X + X 
X — x" 



2a;" 



+ 1 

— 3 









also q= 1 , g' = 1 , etc. r =0, r' = — 1 , etc. etc. Ich habe hier die Anzahl 
aller Gleichungen absichtlich der Anzahl der Unbekannten gleich ange- 
nommen, um die Relationen, die daraus hervorgehen, am Beispiel zu zeigen. 
Man muss nun hier bei der Berechnung der Hulfsgrössen {aa), {ab), 
etc. alle drei Bedingungsgleichungen auf die oben erklärte Art mit be- 
rücksichtigen , denn es ist hier n i= 6, m s= 3, folglich n — m =: 3. 
Setzt man der Einfachheit wegen das Gewicht einer jeden der drei ersten 
Gleichungen = 1 , so bekommt man durch die Ausdrücke des Art. 42 

{aa) = 6, (a6)=— 4. (ac)=2, (od)= 1, (fle)=1, (a/')= 1, (o/)= 3 

(66)= 12, (6c)=1. (6d)= 3, (6e)=1, {bf)= 1. (6/)=-2 

(cc)=4, (cd) =-2, (ce)=2, {cf)= 0, (cQ=: 3 

(drf)= 6, (de)=0, {df)= 2, (di)=— 1 

{ee)=3,ief)=^i,{et)= 3 









ifn= 3 


.(/•/)=-1 


md hiemit durch Art. 


43 






(/i)= 6 


(66,1) (6c,1) 
9.3333, 2.3333, 


(6d,1) 
3.6667. 


(6e,1) 
1.1667, 


1.1067, 


(6M) 



(cc,2) 
2.7500, 


(cd.2) 
—3.2500. 


(ce,2) 
1.2500, 


—0.7500, 


(cl,2) 
2 




{dd,3) 
0.55195, 


{de,3) 
0.65585, 


W3) 
0.29221, 


(d/,3) 
0.86364 






(ee,4) 
1.18822, 


—1.47060, 

(/r.5) 

0.35638, 


(«U) 
0.56470 

-0.71287 

(«,6) 
—0.0002 



\ 
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Es muss hier strenge (//,6) =: werden , die nicht vollständige Erfül- 
lung dieser Gleichung durch die vorstehende Rechnung rührt blos von 
den Fehlern der letzten angewandten Decimale her. Diese Gleichung 
würde vollständig erfüllt werden, wenn man sich erlauben wollte 
(//;5) = 0.35644 statt = 0.3S638 zu setzen. Da diese Rechnung zu- 
gleich gegeben hat 

a /? y tf e x 

9.82391. 9.52288», 9.22185«, 9.22185», 9.22185», 9.69897» 

o' ..' A' ' » 

ß r s X 

9.39793», 9.59423», 9.25181», 9.25181», — dt> 

r" d'" e" x" 

0.07255, 9.65758», 9.43573», 9.86170» 
r e" x'" 

0.0749tn, 9.72380», 0.19443» 

e t 

0.09260, 9.67694» 

% 

0.30108 

wo die Logarithmen statt der Zahlen angesetzt worden sind, so giebt 
der Art, 44 zuerst 



a 




a 


« 


a 


9.69897», 


0.00838», 


0.06191, 


0.18890 






^ 


ßf- 


^ 






9.83778», 


9.87684, 

fy 

r 

0.26930n, 


0.02107 

y 

r 
0.42388» 

0..30110» 










und hierauf 










» 


a 


—4.0001 


n ^ 


10.0045 


y' 


aa 


—3.0000 




4.5573 


V 


s 


+7.0000 




25.5651 


V 


SS 


+5.0000 




14.2278 


f 


a 


—2.0000 


TT SÄ 


5.1406 


y' 


» 


—2.0000 


1' 


2.8058 
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womit der erste Theil der Auflösung ausgeführt ist. 
ttbergehend, geben die Ausdrucke des Art. 45 



Zum zweiten Theile 



ff 

M 

1} = 

V = 

y 

n — 



\ 

+1.6667 

+0,2500 

—0.52597 

+0.04718 

—0.05931 

F = f ^ 1 



» as , 1 » 

x » 1 , A' s 

»" iB —1.2500 , A* » 

»" =s +0.129S9 , r «s 

tT = +0.23525 , A'' = 1 
/ = —0.29703 , A' = +0.23780 
6»9r=— 3. ff = ;iss— 1 

Der Art. 46 



welche letzte drei Gieichaogeo hier statttinden müssen 
giebt hierauf 

[flti) = 1.00001, H» 1.00003, (AA) B 1.00041 
[jjx) SS —0.00009, (xA) = —0.00017 
(j^A) CS +0.00014 

Diese Werthe von {rj^), (xx), (AA) sind so wenig von der 1 verschieden, 
dass man annehmen darf, dass der wahre Werth derselben ^ 1 ist, 
und aus demselben Grunde kann man annehmen , dass {tj»), [tjk), (xA) 
gleich Null sind. Hiemit werden a', a", etc. h", etc. auch gleich Null, und 

(xx,1) = 1 , (AA,2) « 1 , G' = — 3 , ff' ax 1 



(xA,1) = 


r« 11 


Die Ausdrücke des Art. 47 geben 


femer 


{oTj) = +1.0005 , («x) = 


-1.0004 , (oA) = +2.00146 


ißt]) = +0.66703, iß») = 


—0.66694, (ßX) s +1.33429 


iyf}) = -0.66757, (yx) = 


+1.6672 , (yA) « —3.33560 


[drj) = -0.66734, (A.) =r 


+1.6671 , (*l) =: —2.33480 


[erj) = -0.16628, («x) =s 


—0.83358, (cA) s +1.66762 


(f,) = -0.16642, (fx) = 


—0.83342, (CA) = +0.66722 


und die des Art. 48 




(«X.1) « —1.0004 , 


(«A,2) - +2.0015 


{ß»,i) s —0.6669 . 


(^,2) s +1.3343 


(yx.i) =s +1.6672 , 


^A.2) s> —3.3356 


(<Jx,1) » +1.6671 , 


((»A,2) ai —2.3348 


{tx,i) SS —0.8336 , 


(«A,2) =: +1.6672 


(fx.1) = —0.8334 , 


(£A,2) SS +0.6672 
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1 wenn man die letzte Decimale 


ausgleicht 


t si 2.0000 


ti =z 6.0000 


z = 4.3333 


fi' = 2.6667 


z' « —2.3333 


At' — 14.3333 


% as —3.3333 


ft" = 8.6667 


z" = +0.6667 


fjT = 3.5000 


i » +1.6667 


/i"^ SS 1.1667 


wird daher schliesslich 




X = — 6 mit dem Gewicht =: 0.250 


«• =: —4.3333 » 


» » = 0.529 


x' SS +9.3333 . 


» » = 0.089 


X s +8.3333 » 


» » = 0.180 


«* » —2.6667 » 


» » SB 0.610 


aT s —3.6667 . 


» « s 0.610 



Löst man die gegebenen sechs Gleichungen auf gewöhnliche Art auf, 
welches wegen der einfachen CoefBcienten in diesem Falle leicht zu be- 
wirken ist, so bekommt man dieselben Werlhe der Unbekannten wieder. 
Die Gewichte habe ich mit berechnet , weil sie in der That im gegen- 
wärtigen Falle dieselbe Bedeutung haben, wie in dem Falle, wo die 
Anzahl der Gleichungen grösser ist wie die der Unbekannten. Giebt 
man den ursprünglichen Gleichungen andere Gewichte , wie die, welche 
oben angenommen wurden, so wird man im gegenwartigen Falle zwar 
immer dieselben Werthe der Unbekannten wieder erhalten, aber die 
Gewichte werden andere Werthe bekommen. Wenn man im Gegentheil 
in den Fallen , wo die Anzahl der Gleichungen grösser ist wie die der 
Uabekaniiten, die Gewichte der Gleichungen ändert, so werden sich 
niefat nur -die Gewichte der Unbekannten, sondern auch die Werthe der- 
selben andern. 

Da im gegenwärtigen Falle die Somnie der Fehierquadrate = 
werden muss, so muss sich dieses auch durch die Werthe von W und 
W" des Art. 54 aussprechen. Man findet in der That durch die dortigen 
Ausdrücke 

W'= W ^ 41 
folgUch W = 0. 



48' 
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57. 

Es soll nun das vorhergehende Beispiel in soweit abgeändert wer- 
den, dass wir die letzte Unbekannte uns wegdenken, und daher die fol- 
genden Gleichungen aufzulösen haben, 



X-k-x'-^X-\-x'-\-!I!'' 


a= 


1 


2x-3af 


^ 


\ 


x'-x^-k-x' 


= 


2 


x + iif+x" 


+ 1 = 





x'—x-^ix" 


— 3 = 






x" -1=0 

Hier ist also die Zahl der Gleichungen um Eins grösser wie die der Un- 
bekannten , und dieses Beispiel hat das Eigenlhttmliche , dass man aus 
den Gleichungen sogleich erkennt, dass der Werth x^ = 1 mit unend- 
lich grossem Gewicht daraus hervorgehen muss. Man könnte x"' so- 
gleich eliminiren, allein um zu zeigen, dass die allgemeine Auflösung 
die genannten Werthe für x"" und dessen Gewicht giebt, werde ich diese 
Elimination nicht ausführen. Setzen wir nun wieder das Gewicht einer 
jeden der drei ersten Gleichungen = 1 , so ist die Auflösung durch Hülfe 
der im vorhergehenden Beispiel erhaltenen Werthe der Httlfsgrössen leicht 
auszuführen. Die [aa), [ab), etc. (66,1), etc. behalten dieselben Werthe, 
nur müssen von denselben alle , die in ihrer Bezeichnung den Buch- 
staben /* enthalten, weggelassen werden. Die Grösse (//,6) fällt auch 
weg, und an deren Stelle tritt 

(//,5)= 1.4257 

ein. Von den mit a» ß, etc. bezeichneten HülCsgrössen fallen sowohl die 
f , wie die welche den Index fünf haben , mit Ausnahme von / weg, 
endlich fällt auch x*' weg. Man erhält daher sogleich 



y 


= 


—0.9107 


n 


B 3.3078 


y 


=s 


—0.9009 


n' 


a 1.4656 


tt 

y 


= 


+1.6930 


31 


s 5.8036 


y" 


3= 


+1.0000 


m 

n 


« 3.0008 


y" 


SSI 


+0.4752 


n" 


« 0.8417 



Fttr den zweiten Theil der Auflösung bleiben nun die ^, %, X dieselben 
mit der Ausnahme , dass wieder 7/, %, lü wegfallen , und es werden 
daher hier 



\ 
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F=+0.88H3, G=— 3,59404, fl =* —0.52476 *) 
{rjjj) = +0.990U, (xx) = 0.75248. {iX) = 0.84174 
(,») »: —0.04952, (kä) = +0.19802. 
{tjk) = +0.03971 , 
woraus durch die Ausdrücke des Art. 46 die folgenden hervor gehen, 
(«,,1) = 0.75000 , (AA,2) = 0.78681 . Ä"' = 17.778 
(ja,1) = +0.20001 , H' =s +0.38660 , 

G' = —3.54997 , 
a' = (8.69908) , b' = — (8.60320) . |' = (9.94934) 
b" = —(9.42599) , j" = -(0.67517) 

f^ (9.69141) 

wo die Logarithmen statt der Zahlen angesetzt sind. Man beiiommt femer 

{aT}) = +1.25763 , (ax) = +0.28711 , {aX) = +0.97068 

[ßt]) = +0.84172 , ißx) = +0,20790 . {ßX) = +0.63390 

(y^) = —1.10921 ,* (yx) s= —0.54456, (yK) = —1.56490 

(ßftj) = —1.00022, ((Jx) = . (<Kl) = —1.00015 

(iti) = +0.03971 , .(«x) = +0.19802, (eA) = +0.84174 

(«x,1) = +0.35001 , (aA,2) = +0.82690 

{ß»,\) = +0.25000 , (ßk,2) = +0.53347 

(yx,1) = —0.60002, (yA,2) = —1.36041 



und hiemit 



woraus 



(dx.1) = —0.05002 , ((»,2) = —0.94669 

(«x,1) SS +0.20001 , («A,2) ss= +0.78681 

z = —0.1313 /« » 2.6296 

z' = —0.1721 A*' = 1.1605 

z' — +1.1845 /i = 4.0748 

z" = —1.1185 fT = 2.1527 

2'" = —0.5248 fi'" = 0.8417 

X = —0.7794 mit dem Gewicht = 1.475 

X = —0.7288 . » . = 3.278 

« = +0.5085 » » » Ä 0.578 

x" = +2.1185 » » . s= 1.179 

x"' = +1.0000 » » > = oo 



*) Da hier n — m = t, aber demungeachtet alle drei Bedingungsgleichungen 
mit zur Berecbnung von [aa), {ab), etc. gezogen worden sind, so können nicht mehr 
F^f, etc. werden. Auf die Werthe der ünbelcannten und ihrer Gewichte ist dieses 
ganz ohne EioQuss. 
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hervorgehen. Es ist also, wie voraus gesehen wurde, a?'" s= 1 mit un- 
endh'ch grossem Gewicht aus der Rechnung hervorgegangen. 

Die Ausdrücke des Art. 54 geben jetzt für die Summe der Fehler- 
quadrate 

W s 19,204, W" = 11 
womit 

W = 8,204 
wird. 

58. 

Man kann dieses Beispiel auch durch das Verfahren des Art. 29 
behandeln, und muss dieselben Resultate erhalten. Die gegebenen Glei- 
chungen führe ich zu diesem Zwecke wieder an 



x-t- x'-t.x"+ x"' + x"' 


SB 


4 


2aj — 3a;' 


S 


1 


«"« X"''i-X"' 


- 


2 


x+ x' + x" +1 


^S 





x'-x"-h%x"' -3 


=z 





x" -1 


— 






Zur Elimination eignen sich hier x, sf, x'\ und diese sind es daher, die 

man unter den a. a. 0. mit ^ . j; , o; bezeichneten Unbekannten ver- 

/ ' II III 

stehen muss. Die vorstehendeD BedingungsgleichungeD geben nun 

X s= _2a;"-|-2a!"'-4 
x' = a;"— 2aj"'+3 
x"^ \ 

und die drei ersten Gleichungen werden nach der Eliminalion dieser 

aJ"' 9 1 

—^x"-\-^Qx"' as 18 

x" -x'" ^ 1 
Zufolge der Bezeichnungen des Art. 29 ist also jetzt 

a = , b = 1 , n = 1 
a' = — 7 , *' ta 10 , n' « 18 
a" = 1 . V =r -1 , n" = 1 

und hieniit werden, da fortwährend p ^ p' sä p" ^ 1 sind, 



\ 
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(aa) « 80 , (ab) ^ —71 , (an) « — 12Ö 
(bb) = 102, (bn) — 180 

weshalb die aufzulösenden Gleichungen 

50a:" —l\x'" = —125 
— 71j;"+102^'" =180 

sind. Löst man diese unbestimmt auf, indem man die rechten Seiten 
derselben bez. mit a und ß bezeichnet, so bekommt man 

^ = -5r « + -69-/^ 



59 *" ^ 59 
7< . 50 

"sT « + -59- 






und es wird also in der Bezeichnung des Art. 30 

Die vorstehenden Gleichungen geben nun 

• x" = -|J- mit dem Gewicht =s ^j^ 

f»f <M 59 

nnd sabstituirt man diese Werthe von x" und x'" in die obigen Glei- 
chungen für X, af, x"', so ei^iebt sich 

Fttr die Gewichte dieser drei Bestimmungen erhält man durch Yerglei- 
chung der Gleichungen (26) mit den obigen für x, x, ^^ zuerst 

/t = — 2 , y « +2 

^' s=s +1 , ,' = -2 

^"« 0. »"= 

es wird also zufolge des Art. 30 

4- a 4(/,/) -8 (/.//) +4 (//,//) 
-ir = (/./)-4(/.f/)+4(//,//) 

und nach der Substitution 

P — JL P' — J^L p'»^ _ oo 
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Verwandelt man die hier in rationalen Brüchen gefundenen Resultate 
in Decimalbrüche , so wird man mit den Resultaten des vor. Art. voll- 
ständige Uebereinslimmung finden. 

Substituirt man die hier erhaltenen Werthe der Unbekannten in 
die drei ersten der gegebenen Gleichungen, so sind die übrig bleibenden 
Fehler 





+ 


66 
59 * 


st 

59 ' 


454 
59 


und folglich die Summe ihrer Ausdrücke, 


oder 






w = 


98556 

(69)« — 


8.203 


auch mit dem vor. 


Art. 


übereinstimmend 





59. 

Das Beispiel soll noch so geändert werden , dass ausser x^ auch 

x*" und x'' weggelassen werden. Die gegebenen Gleichungen sind 
also jetzt 

x-^ X +ar ^ 1 

%x — Zx' = 1 

x" = 2 



x-h x''t-x"-t-i = 
x' — x"—S = 

Da hier tn ^ n ist, so können die Httlfsgrössen (aa), (ab), etc. ohne Zu- 
ziehung der Goefficienlen der Bedingungsgleichungen berechnet werden, 
aber die Zuziehung dieser letzteren kann das Resultat nicht im Gering- 
sten ändern , und um dieses zu zeigen soll hier die Auflösung auf beide 
Arten durchgeführt werden. Ziehen wir nun zuerst die Coefficienten 
der Bedingnngsgleichungen hinzu, so bleiben die ersten Hülfsgrössen 
dieselben wie vorher, und können aus dem Vorhergehenden entnommen 
werden; sie sollen zu mehrerer Deutlichkeit hier wiederholt werden. 
(oa) = 6 , (ab) a= —4 , (ac) = 2 , (a/) r= 3 
{bb) = 12, {bc) = 4 , (W) SS -2 
{cc) = 4 , (c/) s= 3 

(«) « 6 
{bb,\) =s 9.3333 , (bei) = 2.3333 , (W,i) = 

(cc,2) = 2.7500 , (c/,2) = 2 

{11,3) := 3.0454 



\ 
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ä = (9.82391) , ^ = -(9.52288) , 
f = —(9.39793) , 

«" s -(9.69897) 


X = —(9.69897) 
/= 


woraus 

ri = +0.1364 n =s 
^' = —0.1818 jt' = 
ij" = +0.7273 Ti" = 


0.3052 
0.1299 
0.3637 


folgen. Ferner werden 




y = 1 , X = 
y' == 1.6667 , x' = 
y" = 0.2500 , x" = 
F = +1.6818 , G = 




1 
-1.2500 
—3.9091 


(j?.;) = 0.48701 . (>?x) = 

H = 
(xx,1) = 0.66667 , Ä' = . 

Ä" = 

a' = -(9.12491) , i' = 


0.06493 
0.67533 
+. 5.808 
31.435 

(0.53824) 



woraus 



und 



{" = — (0.79239) 

(«jy) = 0.24025 , (ax) = 0.29870 
[ßri) = 0.15584, (/?x) = 0.22077 
(n) = 0.09091 , (yx) = —0.45455 

(ax,1) = 0.26667 

(/?x,1) = .0.20000 

(yx,1) = —0.46667 



z = —0.8237 
z = —0.7018 
z" = 3.2073 



II = 0.2252 
/t' = 0.1099 
/i" = 0.3437 



X = 0.9601 mit dem Gewicht = 12.50 
X = 0.5200 » » » = 50.00 

» » = 50.00 



x" = —2.4800 » . 
hervor gehen. Es wird ausserdem 

W = 34.480 . 



W3= 10 
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woraus man 

Vf s 24.480 
bekommt. 

60. 
Nehmen wir nun wieder dieselben Gleichungen vor, nemlich 

Ol' =2 



a?-h j?' + a;"+1 = 
x'^x'—^ == 



und lassen bei der Berechnung der HuIfsgrOssen {ad), {ab), etc. die 
CoefBcienten der Bedingungsgleichungen weg. Hiemit werden 



femer 



(oa) = 5 , (ab) = -5 , 


{ac) = 1 , (fl/) = 


3 


{bb) = 40 . 


(fcc) =« 1 , (6/) « 


-2 




(ec) = 2 , (cO = 


3 




W- 


6 


{bb,^) « 5 . (bei) 


= 2 . (6/,1) s» 1 




(cc.2) 


= 1 , (C/.2) » 2 
(«,3) » 




:'- 1. /r« --J-, «' 


" ' /? " 


a 

5 


3 


4» 




y'--i 


«'«-^r 




y"- 2 


tf"« 1 




.? « 1. 


» » 




,' = 2. 


H' » 1 




i^'.O. 


« 7 




(w) =* < . («?») = 


* F = 2 




H« 


54 ^ M 




(«.,1)«2, G' = - 


5 




Ä"« 


61t 
S5 




«' « -4- > !' = 


2. J"--^ 





\ 
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Ferner 





(«,)- -f ,M« ^. («»,1)- -f 




m =4-' w«- -^' (-*».<)= -F 




(y,) « . (y») = ^, (r'.<)=— f 




14 17 




. t8 > 47 


also 


« 441 » t» 




af Ä -|^ mit dem Gewicht am ~ 




»' SB -J^ » » » S= 50 




«• a* — -|J- » » » aa 50 




w « w = •,'/ 


mit den im 


vor. Art. erhaltenen Resultaten völlig ttbereinstimmend 



61. 

In dem eben behandelten Beispiel findet noch ein Umstand statt, 
welcher Beachtung verdient. Die erste durch Beobachtungen gegebene 
Gleichung ist, abgesehen vom vOllig bekannten Gliede, mit der ersten 
Bedingungsgleichung identisch , so dass in der Tbat von den fimf ge- 
gebenen Gleichungen nur vier von einander wesentlich verschieden sind. 
Es ist von Interesse, zu erfiahren welchen Einfluss dieser Umstand auf 
das Resultat hat, und diesen zeigt die Methode des Art. S9 am Einfticli- 
sten, weshalb ich dasselbe Beispiel auch nach dieser Methode behandeln 
werde. Die Gleichungen sind wieder 

x+ d^m = 1 

9a?*-3af » 1 

X SB 2 



X-fr- d^X-^K m: 

x'—x'—Z CS 
Die beiden letzten Gleichungen geben 

X = ~Sto' — 4 

X SS / + 3 
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Eliminirt man hiemit x und x aus den drei ersten, so bekommt man 

0=2 
^Ix = 18 
x" = 2 
folglich nachdem man mit den Goefficienten von x" multiplicirt, und ad- 
dirl hat, 

^ — äT 

und durch die Substitution dieses Werthes in die Gleichungen für x und x 

x — ^ af — -^ 

mit den vorher erhaltenen Werlhen identisch , und dasselbe findet man 
auch in Bezug auf die Gewichte. Man erkennt aus dieser Auflösung, 
dass die Methode von selbst die Gleichung, die in den übrigen enthal- 
ten ist , ausschliesst und unberücksichtigt lässt, und so wird es in allen 
ahnlichen Fallen stattfinden. Nehmen wir um einen zusammengesetzle- 
ren Fall herbei zu fuhren 

X + Sx — x" = 5 

statt, der vorherigen ersten Gleichung an , so findet sich durch die Eli- 
mination 

0=0 

— Ix" = 18 
X = 2 

woraus wieder für die Unbekannten und deren Gewichte dieselben Wer* 
the hervorgehen wie vorher. Die obige Gleichung , deren Wirkung durch 
die Methode annullirt worden ist, ist wieder in den beiden Bedingungs- 
gleicbnngen enthalten , und entsteht , wenn man das Doppelte der zwei- 
ten zar ersten addirt. 

62. 
Dass auch die zweite Methode dieselbe Eigenschaft besitzt , lässt 
sich leicht dadurch zeigen , dass man sie mit Weglassung der ersten ge- 
gebenen Gleichung auf die übrigen anwendet. Seien daher jetzt 

%x—3x = 1 

ÄJ" = 2 



X + x' + X + i = 



\ 
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durch diese Methode zu behandeln. Hier wird, wenn man die erste Be- 
dingungsgleichung zur Bildung der ersten Hüifsgrössen zuzieht, da jetzt 
n — !»= 1 ist, 

(aa) = 6 , {ab) = — 5 , (oc) = -1 , (o/) = 2 

(66)= 10, (6c) = 1 . {bl) = -2 

{cc) = 2 . {cl} = 2 

{II) = 5 

wo blos die Grössen die l enthalten von denen des Art. 60 verschieden 

sind. Femer 

(66,1) = 5, (6c,1) = 2, (6/.1) = -1 

(cc,2) = 1 , (42) = 2 
(W,3) = 
«'=.1, ^=_-^, ^s= — -L, „« — —-L 

wo alle Grössen mit denen des Art. 60 Übereinstimmen. Hieraus folgt 
y = — i n = 



y' = -1 



n 



S5 
9 
25 



y = 2 TT = 1 

wo wieder die n mit dem Art. 60 Ubereinslimmen. Ferner 

t] = i » = 

rj' = 2 x' = 1 

• A «7 

^ = X = — — 

ivv) = 1 ,(«?«) = 4- ' ''^ = ^ 



(xx)= ii. G=_6 



^NK,1j SSS 2 , G ^ — ~r- 



p» 587 



ferner 



0^) = , (yx) = - 4- , (yK,1) = - -I- 

wie im Art. 60, mit Ausnahme von F, G, und den davon abhängigen 
Grössen. Hiemit werden 
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u 



p. 


A. 


HAlfSSif, 






49 
15 




f^ 


« 


47 
15 


88 
S5 






« 


47 
5« 


441 
15 






« 


41 
50 



woraus v^ieder dieselben Werthe der Unbekannten und der Gewichte 
derselben hervorgehen wie vorher. Die Summe der Fehlerquadrate wird 
jetzt etwas anders, weil die weggelassene erste Gleichung nicht mehr 
mitzählt. Man bekommt 



^^ 587 

woraus 



W - -^ , ff • = 1 



541 

ff SS 

folgt, 



'^ — 16 



63. 

Um das Beispiel möglichst zu erschöpfen will ich schliessHch die- 
selben Gleichungen wieder mit der Veränderung vornehmen , dass die 
zweite Bedingungsgleichung mit zur Berechnung der {aa), {ab), etc. ge- 
zogen werden soll. Hiemit wird 

(aa)-:4 



woraus 



folgen. Femer 



(06) « - 6 
(66) s 10 


, (flc)« 0. (oi)« 
. (6c) « - 1 . (6/) ^ - 


2 
3 
2 
5 


{bb.i) = 1 , 


{bei) = - 1 . (6/J) ::» 

(cc.2) » 4 . (c/,2) « 2 
(«,3) « 




= i. ^« 


0. ß'^i, «'«4- 




^=-f 


49 




»'=2 


ff' »2 




y" = 2 


ff"« i 




V =< 


» = 




«' — ' 


»' » 4 




<• 7 


«• = 
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inn) — t ■ ' (>?»)= 1 ' 


F= -f 


H = i . 


G =r - 3 


[m,\) = -J- ' 


«^ = - 15 




p> 7«7 


a' — * r' — •* 
« 15 • * — 7» » 


,-=_il 


(«fl) «* T- • H = -r • 


(««,<) ar ^j 


(^) « 6 , (/».) = <, 


iß»A) = 4- 


(n) = V' (y»)«o. 


(y»'^) = — 16 


* 5« 


" 400 



•7 , 9» 

^ = -iT /^ = ImT 

«4 4t /i 49 

» = TS- A^ = -ST 

woraas wieder dieselben Weiibe der Unbekairoieii und der Gewielrte 
hervorgehen wie vorher. Für die Summe der Fehlerquadrate wird jetzt 

W* = -^ , W = 9 
alao 

wie m vor. Art« 

Ich habe ehe ich weiter gehe hier noch eine Bemerkung einzu- 
schalten. Wenn man die zwei Verfahrungsarten , die flir die Auf löBuag 
der allgemeinen Aufgabe in dieser Abhandlung entwickelt worden sind, 
in ihrer Anwendung auf das eben behandelte Beispiel betrachtet, so 
schont es , dass die Auf lö&cmg des Art. 29 auf geringere Arbeit führt, 
wie die spater entwicJ^elte. In der Tbat hat im vorstehenden Beispiel 
Jona Auflösung auf eine kürzere Rechnung gefiihrt wie diese. Aber die- 
ses findet nur in so einfachen Fallen, wie der, den dieses Beispiel dar- 
bietet, statt. In der Anwendung auf Falle, in welchen die Zahl der Un- 
bekannten und der Bedinguugsgleichungen grdßser ist, und die Ceeffi^ 
cienten keine so einfache Zahlen sind wie hier, sondern aus DecimaJ- 
brachen ohne Ende bestehen , ist die Sache eine andere. In solchen 
Fallen ist die zweite Auflösung im Allgemeinen diejenige , welche ge- 
ringere Arbeit verursacht, und nur in besonderen Fallen, namentlich in 
sokhen , wo die Elimination der mit x^, x^, etc. bezeichneten Grössen 
leicht bewerkstelligt werden kann, die erste Auflösung vorzuziehen. 
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§. 4. Anwendnng der eben gelöstem Aufgabe anf die Geodäsie, nter 
der Bedinpng, dass lor Eine Grundlinie gemessen worden ist 

a) Erstes Verfahren. 

64. 

Wir kommen jetzt zur Anwendung der im Vorhergehenden ausge- 
führten Auflösung auf die Geodäsie. Zwar ist von derselben schon im 
Art. 55 durch ihre Hinftlhrung auf die Gaussische Aufgabe des »Supple- 
mentum theoriae combinationis etc.« eine geodätische Anwendung gege- 
ben worden , allein diese ist nicht immer anwendbar , indem Umstände 
eintreten können , die einer allgemeineren Aufgabe angehören. 

Es wird jetzt angenommen , dass in einem Dreiecksnetze eine grös- 
sere Anzahl von Winkeln gemessen worden seien , wie diejenige , die 
mit der Zuziehung Einer Dreiecksseite hinreichend und nöthig ist um 
dieses Dreiecksnetz zu bestimmen, und nach der Ausgleichung der Mes* 
sungen gefragt, durch welche die wahrscheinlichsten Werthe der- 
selben hervorgehen. In Bezug auf die Messungen selbst soll zuerst an- 
genommen werden, dass man nicht die Winkel für sich, sondern die 
Richtungen, die die Schenkel der Winkel bilden, unmittelbar einge- 
schnitten habe*). Man wird weiter unten sehen, dass jener Fall sich 
mit Vortheil für die Abkürzung der Rechnungen auf diesen hinführen 
lässt. Das Verfahren bei den Messungen, welches der nun zu ent- 
wickelnden Anwendung der allgemeinen Aufgabe zu Grunde liegend 
gedacht wird, ist daher das folgende. 

Nachdem auf irgend einer Station , die zugleich einen Dreiecks- 
punkt bildet , der Theodolit aufgestellt und nivellirt worden ist , stelle 
man bei unverändert gelassenem Kreise desselben die übrigen Dreiecks- 
punkte, in so weit sie sichtbar sind, durch blose Bewegung der Alhidade 
in das Femrohr ein , lese nach jeder Einstellung die Mikroscope oder 
die Nonien des Theodoliten ab, und notire die Ablesungen. Hierauf 
drehe man den Kreis des Theodoliten um einen beliebigen Bogen , und 
wiederhole dasselbe Verfahren , welches fortzusetzen ist , bis die vor- 



*) Die Messung der Richtungen statt der Winkel selbst ist, so viel ich weiss, 
zuerst von W. Strube angegeben und angewandt worden. S. Schum. Aslr. Nachr. 
B. n. p. 431 n f. 
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bestimmte Anzahl von EinstelluDgen eines jeden Dreieckspunkts erlangt 
ist. Eine jede solche Reihe von Einstellungen nenne ich einen Gyrus 
(gyrus horizontis). Die zufällige Beschaffenheit der Atmosphäre und auch 
andere Umstände können bewirken , dass nicht jeder Gyrus alle einzu- 
schneidenden Punkte enthält, und wenn deren viele vorhanden sind , so 
wird man jedenfalls nicht Alle in jeden Gyrus aufnehmen , weil dadurch 
bewirkt werden würde, dass man sich zu lange auf den unveränderten 
Stand des Theodoliten verlassen müsste. Man wird im letztgenannten 
Falle für jeden Gyrus ein Maximum von Einstellungen festsetzen , und 
die in jedem Gyrus einzuschneidenden Punkte so auswählen, dass mög- 
lichst viele verschiedene Combinationen derselben vorkommen. Man 
wird ferner die verschiedenen Gruppen , in die man zu diesem Zwecke 
alle einzuschneidenden Punkte getheilt hat , mehrmals einschneiden , so 
dass von jeder derselben eine zweckmässige Anzahl von Gyris erhal- 
ten wird. 



65. 

Indem wir nun zur Anwendung unserer Aufgabe auf diese Mes- . 
sungen übergehen, ist zuerst zu erwägen, dass jeder Gyrus einen ver- 
schiedenen, beliebigen Anfangspunkt hat, und dass daher allen Ein- 
stellungen eines jeden Gyrus eine beliebige Zahl zugefügt, oder eine 
solche von denselben abgezogen werden darf. Die zweckmässigste 
Wahl dieser Zahlen ist die , welche bewirkt , dass alle in den verschie- 
denen Gyris erhaltenen Werthe der Richtungen eines und desselben Ge- 
genstandes einander nahe gleich werden , und zugleich nahe die Azi- 
muthe aller Punkte repräsentiren. Man kann hierauf noch einen Schritt 
weiter gehen, und für jede Richtung, oder jedes Azimuth, einen belie- 
bigen genäherten Werth , der sich von selbst durch die erhaltenen Beob- 
achtungen darbietet, abziehen, so dass hierauf alle der weiteren Be- 
rechnung zu unterwerfenden , durch die Beobachtungen erhaltenen Zah- 
lenwerthe kleine Grössen werden , ja man kann durch dieses Verfahren 
bewirken , dass in einer Anzahl von Gyris alle diese Zahlenwerthe Null 
werden. Bezeichnen wir nun die auf diese Art durch die Beobachtungen 
erlangten Zahlenwerthe des ersten Gyrus mit l, l\ l\ etc., die mit 
Uebergehung der Bedingungsgleichungen den angenommenen Werthen 
der Richtungen zuzufügenden , wahrscheinlichsten Verbesserungen mit 

Abhnndl. d. K 8. GeMlUeh. d. WiiMMdi XUI. 49 
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47, x', $!\ etc, und die wahrscheialicbste Verbesserang des angeDomiDe« 
neo geineioschafUicben Anfangspunkts dieses Gyrus mit u, so giebt die- 
ser erste Gyrus die folgenden Gleichungen 

(53) X ^ u iSL l , X + u SS l\ op' + u SS /' , etc. 
Seien die Gewichte dieser Beobachtungen 

p , p\ p\ etc. 

Im zweiten Gyrus habe man auf gleiche Weise die Zahlenwerthe der- 
selben Richtungen l^ , //, l", etc. erhalten , bezeichnet man hierauf mit 
u die wahrscheinlichste Verbesserung des angenommenen gemeinschaft- 
lichen Anfangspunkts dieses Gyrus , so giebt derselbe die Gleichungen 

(54) • a? + ti^— /, , a;'-f-tt,= /;, / + ii, = T, etc. 
Seien die Gewichte dieser Beobachtungen 

V.^ p!^ p;,etc. 
Durch einen dritten Gyrus bekommt man ebenso 

(55) . X + u^=z / , X + u^= V , a?" + tt^ = T, etc. 
mit den Gewichten 

und jeder folgende Gyrus giebt ähnliche Gleichungen. Diese sind die 
Gleichungen (29) unserer gegenwartigen Aufgabe , in so weit nur Eine 
Station betrachtet wird. Jede andere Station , auf welcher beobachtet 
worden ist, liefert ähnliche Gleichungen, in welchen aber andere Unbe- 
kannten vorkommen , die in so ferne man nur zuerst den ersten Theil 
der Auflösung betrachtet, von jenen unabhängig sind. In Bezug auf den 
ersten Theil der Auflösung können also die Beobachtungen einer jeden 
Station unabhängig von denen aller Übrigen Stationen berechnet wer- 
den. Es zerfallen , mit anderen Worten , in der gegenwärtigen Aufgabe 
die allgemeinen Gleichungen (29) in so viele von einander abgesonderte 
Systeme wie Stationen vorhanden sind. 

66. 

Die vorstehenden Gleichungen, in welchen x, x\ x", etc. und u« 
u ,u , etc. die Unbekannten sind , wären jetzt nach den Vorschriften der 
Artt. 42, 43, 44 zu behandeln, und da ihre Anzahl immer wenigstens 
eben so gross ist, wie die der Unbekannten , so brauchen in der gegen- 
wärtigen Aufgabe zur Berechnung der Grössen [aa), {ab), etc. die Coefß- 
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cieateo der BediogungsgleicbaiigeD , die sich aus dem Dreiecksuetz im 
Ganzen betrachtet ergeben, nie hinzugezogen zu werden. Es tritt je- 
doch hier ein Umstand ein, der eine Abweichung vom allgemeinen Ver- 
fahren bedingt, und dieser besteht darin, dass aus den eben aufgestell- 
ten Gleichungen , in wie grosser Anzahl sie auch vorhanden sein mögen, 
nie alle Unbekannten bestimmt werden können, sondern immer Eine 
derselben unbestimmt bleibt. Dieses hat seinen Grund darin , dass der 
Anfangspunkt der Richtungen willkührlich ist, und folglich x, x\ x\ etc. 
an sich unbestimmte Grössen sind, von welchen nur die Unterschiede 
(die Winkel, die daraus hervorgehen) bestimmte Werthe bekommen. 

Da eine der Unbekannten willktthrlich ist , so kann man zwischen 
allen Unbekannten , oder einem Theil derselben eine beliebige Bedin- 
gungsgleichung aufstellen '^) , und diese so einrichten , dass man ge- 
schmeidige Endformeln bekommt. Sei diese Bedingungsgleichung 

ö = JBTm + /ti^ + Äiw^ 4- (56) 

+ ffa: + /«' -h Ex -^ ... 

wo vorläufig 6, H, J, K, etc. B\ J\ K\ etc. unbestimmte Grössen sind. 



67. 

Wir könnten nun die allgemeine Auflösung unmittelbar auf die in 
Vorhergehenden aufgestellten Gleichungen anwenden , müssten aber da- 
bei auch auf den zweiten Theil derselben Ruck^ht nehmen , weil eine 
Bedingungsgleichung eingeführt worden ist. Theiis um letzteres zu ver- 
meiden, und theiis um die Unbekannten u, u , u^, etc. zu eliminiren, die 
weiter nicht gebraucht werden , ziehe ich vor den ersten Theil der Auf- 
lösung a priori in Bezug auf die aufgestellten Gleichungen durchzufUh- 
i*en. Es ist aus dem Vorhergehenden klar, dass dieser darin besteht, die 
wahrscheinlichsten Werthe der Unbekannten in der Annahme zu su- 
chen , dass in der Aufgabe die zu lösen ist , nur die Bedingungsglei- 
chung (56) vorhanden sei , die Werthe der Unbekannten , die man da- 
durch erhalt, sind die, welche im Art. i4 mit y, y\ y\ etc. bezeichnet 
wurden ; der zweite Theil der Auflösung bleibt hierauf derselbe wie im 
Vorhergehenden. 

*) S. Schum. Astr. Nachr. B. XVI. Nr. 362. 

49* 
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Das leitende Princip , welches wir hier aQzawenden haben, besteht 
wieder darin, dass die Summe der mit ihren Gewichten maltiplicirten 
Quadrate der übrigbleibenden Fehler ein Minimum werden muss , w9Ai- 
rend die Gleichung (56) vollständig erfüllt wird. Bezeichnet nun ^ einen 
unbestimmten Factor , so muss in Folge der Gleichungen (53) bis (56) 
die folgende Function 

p[x + u -^ If + p'[(k! + tt - l'f + f{x 4- tt — r)* 4- ... 

+ pm + «^,- 1? + p;(^ + ti, - V)' +/>;(^" + «^, - 0' + ••• 

+ !>> + ^- if + v>' + u- K7 + py + u^- KJ + ... 

-I- etc. 

— 2xp{Hu + Ju, -I- Ku^ + ... + H'x + J'x -♦- K'x + ... — e) 

ein absolutes Minimum werden und diese Bedingung giebt sogleich die 
folgenden Gleichungen 



px -1- p'x' + fV + . . . + Pu 


= 


(**) 


+ 


% 


j),j! + p>'+|)y + ... + p« 




{^.) 


+ 


Js> 


px + p'x' + /) V -1- ... + Ptt 


f 


(K) 


+ 


Kip 




etc. 




etc. 






Q^ 


+ /»« -HP« +/>«, + ... 


. ^ 


(te) 


-1- 


JJ'V 


ov 


+ p'«+p>, + pA+ ••• 


. ^^ 


{h') 


+ 


/> 


ov 


+ p"« + p>, + ;>;« + •• 


. "^ 


[Ix) 


+ 


K'if, 




etc. etc. 








in welchen zur 


Abkürzung 

i> « p + p + / + . 

^. «/>,+?; + ?; + . 

etc. 

= P + f, + p, + . 

o' = p'+p;+p; + - 

0-«p- + p; + p;+. 
etc. 


. « 










(/«) = p/ + p7' + pY 


+ 


. • * 








w = p./, + p;v + p.T 


+ 










('«j = p.'.+p;c+p;c 


+ 


• . • 








etc. 












(te) = p/ + p,/ + p./. 


+ 


• . • 








(te')=p7+pT + pr 


+ 


• . • 








(ixO^pT + pT + p/r 


+ 


» . • 







etc. 
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gesetzt worden sind. Die Bedeutung dieser Summen kann einfach mit 

Worten ausgedrückt werden. 

P ist die Summe der Gewichte aller Beobachtungen des ersten Gyrus, 

P zweiten Gyrus, 

P^ dritten Gyrus, 

u. s. w. 
Q ist die Summe der Gewichte aller für die Richtung x vorhandenen 
Beobachtungen, 

Q' X .... 

Q" X . . . . 

u. s. w. 
{lu) ist die Summe der mit ihren Gewichten multiplicirten, beobachte- 
ten Werthe im ersten Gyrus, 

{lu) im zweiten Gyrus, 

(/uj im dritten Gyrus, 

u. s. w. 
(Ix) ist die Summe der mit ihren Gewichten multiplicirten, fUr x erhal- 
tenen Werthe, 

(te') X . . 

[Ix") x" . . 

u. s. w. Diesen Bedeutungen zufolge können diese Summen leicht, und 
ohne Irrthum befürchten zu müssen , berechnet werden. 



68. 

Ehe ich weiter gehe will ich auf eine wesentliche Vereinfachung 
aufmerksam machen , deren die Ausdrücke des vor. Art. fühig sind, und 
diese einführen. 

»Man kann immer auf einfache Weise bewirken , dass alle mit [lu), 
{lu), {lu)y etc. bezeichneten Summen Null werden.« 

Dem Vorhergehenden zufolge ist der gemeinschaftliche Anfangs- 
punkt aller Richtungen eines jeden Gyrus völlig willkührlich, bezeichnet 
man daher mit m irgend eine beliebige Zahl , dann ist z. B. der Aus- 
druck für {lu) nicht nur der im vor. Art. angegebene , sondern es ist auch 

{lu) = p(/-m) +p'(r-m) +/(r-m) + ... 

bestimmt man aber nun m so dass 
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m = ^/ 



^^ 



^^ 



wird, so ergiebt sich sogleich 

(/u) = 

und da man dieses Verfahren auf die Beobachtungen eines jeden Gyms 
anwenden kann, so kann man auch (/u), (/uj, etc. gleich Null machen. 
W. z. b. w. 

Wenn , wie am häufigsten der Fall ist , die Gewichte der Beobach- 
tungen des betreffenden Gyrus einander gleich gesetzt werden können, 
so wird m gleich dem arithmetischen Mittel aller / dieses Gyrus. 

Fuhren wir nun die obige Bestimmung in die Gleichungen des vor. 
Art. ein , dann sind zuerst auf die eben erklärte Art 

Tp{l-m) , p[t-m) , Vi^'-^) > 

PÄ-^J^ VliK-m;).^ pX'-m). 
etc. zu berechnen , und diese statt pl, p'l\ etc. pl^, etc. etc. anzusetzen, 
worauf die Gleichungen 



(57) 



px H- p'x' 


+ fV 


+ .. 


.+ A* 


= Hyj 






px + p'x 


+ py 


+ .. 


+ P.», 


^ Jy> 






px + p V 


+ P V 


-1- .. 


• + ^A 


=: jKV 






etc. 












• 


Qx -V- pu 


-*■ p.**. 


+ p„ 


«. + ••• 


. == (Ix) 


+ 


ff> 


OV + p« 


+p>. 


+p. 


«. + ... 


. = (h) 


+ 


/y, 


OV + p'u -¥■ p^u 


+p. 


«+... 


. = (te") 


+ 


K'tp 


etc. 















(58) 



zur Bestimmung der Unbekannten u, u , u^, etc. x, x\ x", etc. dienen. 
Bs kann noch bemerkt werden , dass jetzt die Bedingungsgleichungen 

P + P + P + . . , = + Ö' + 0' + . . . 

[Ix) + (ir') + (te") + ... = 
stattfinden, die zur Prüfung der numerischen Rechnungen dienen können. 



69. 

Aus den Gleichungen (57) und (58) kann man ohne Mtthe sowohl 
}f wie u, u , u^, etc. eliminiren. Seien 
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iV= y-B+-^^J 

etc. 
S = 






.. -K' 






j' 
1». 






Multiplicirt man nun die erst« Gleichung (.57) mit -j-, die zweite mit 
J__ die dritte mit -^ , u. s. w. und addirt die Produkte, so erhalt man 
in Folge der Bedingungsgleichung (56) 



N 



X 



N' 



X 



cT-X 



s 



und die Elimination von V' aus den (57) giebt hierauf 

w = (-SP ^p"r "^ V"s^ ^r ^ V si^ p r 



(59) 



Hfl 
SP 



(60) 



-I- ... -I- 5p 

-1- ... -I- 5P^ 

u. s. w. Setzt man diese Werthe von i»,.» , » . etc. und f in die (58), 
so ergiebt sich das folgende System von Gleichungen 

{aa)x + {ab)x' + {ac)x' + .... — (at) \ 

[abyc + {bb)x + {bcy ^ .... ^ {bt) \ . . (61) 

{ac)x + {bc)x' + {cc^x' + .... = {cl) 1 

u. s. w. in welchen die Coefßcienten die folgenden Ausdrücke erhalten, 

{m) ^ Q + -?- - (PP) 
(06) =: ^ - ipp) 

^ - ipp") 



{ac) = 
etc. 



se 



(af) - (te) - ^ 
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If 


w« 


Ö' + 


s 


- W) 


(6c) = 




NW 

s 


-(pp-) 


etc. 








(6i)=. 


(te')- 


5 




(CO) = 


0" + 


N"» 

s 


wo 


etc. 








{cl) = 


m- 







• 



u. s. w. nachdem die folgenden Abkürzungen eingeführt worden sind, 
etc. 



etc. 

etc. 
u. s. w. womit die Elimination der Unbekannten u, u , etc. ausgeführt ist. 



70. 

Suchen wir jetzt den einfachsten Ausdruck fllr die Summe der mit 
ihren Gewichten multiplicirten Fehlerquadrate, die wie oben mit W be- 
zeichnet werden soll. Die erste Entwickelung des für diese Summe im 
Art. 67 aufgestellten Ausdrucks giebt 

yf = \Qx + pu -¥- p,u + pu^^ + . . . — {lx)\x 

^- jov + p'u + p'u + p\u^ + . . . _ {kc')\x' 

+ {0 X + p tt + /» u,+ p „« + . . . — (fe )}a; 
+ etc. 
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+ \px + pV + p'x' + . . . + Pu \u 
+ \px •+■ p'af + p"y -I- . . . + P« jtf, 
+ {px+ p'/ + p"/ H- . . . + P^tt |m^ 
+ etc. 

+ {U) - {{ix)x + {isfy + {ixY + . . . } « 

wo 

(«) = pp + p'i'^ + /r» + . . . 

+ etc. 

gesetzt ist. Zufolge der Gleichungen (57) und (58) geht dieser Ausdruck 
zuerst in den folgenden über 

W = t/; jfltt + Ju + Ku^ + . . . + H'x + t/v + K'x + ...} 

+ (//) _ {ix)x '— (te')^ - {y')x — ... 

und dieser verwandelt sich zufolge der Gleichungen 

(Ix) ^{al) + -^ e 

etc. 
und der (56) und (59) in den folgenden 

W = -f- + (/fj - {al)x — [bl)x' - [ct)x — . . . 

Wenden wir uns jetzt zum Inhalt des Art. 54, so finden wir, dass die 
rechte Seite dieses Ausdrucks für W, mit Ausnahme des ersten Gliedes, 
mit der dort mit 11^ bezeichneten Function identisch ist. Da nun aber 
hier alles was sich a. a. 0. auf die Bedingungsgleichungen bezieht weg- 
gelassen werden muss, weil die einzige hier vorhandene Bedingung»- 
gleichung in den vorstehenden Ausdrücken schon vollständig berück- 
sichtigt worden ist, so ergiebt sich sogleich 

W = {Ihn) + 4- 

welches der einfachste Ausdruck dieser Function ist. Die Grösse (W,n) 
wird hier bei der numerischen Auflösung der Gleichungen (61) auf die- 
selbe Art erhalten, wie im Art. 43 allgemein gezeigt wurde. 
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71. 

Id der Bedingungsgleichung (56) sind alle Goefßcienten unbestimint 
gelassen worden , aber es ist von Wichtigkeit zu untersuchen , welche 
Wirkung die eine oder andere Bestimmung derselben auf die Wertbe 
der Unbekannten, die aus den (61) hervorgehen, so wie auf den Betrag 
der Function W ausüben. Diese Untersuchung soll jetzt vorgenommen 
werden. Nehmen wir an, dass die (61) unbestimmt aufgelöst worden 
sind, und setzen demzufolge 



(62) 



X = (1.1)(aO + (1,2)(6Q-|-(1,3)(ci) 
X = (1.2)(aO + (2,2)(60 + {%,3){cl) 
x' = (1,3)(a/) + (2,3)(6/) -i- {B,Z){cl) 



u. s. w. Man bekommt nun durch die Verbindung dieser mit den (61) 
auf bekannte Art die folgenden Gleichungen 

(1.1)(aa) + (1.2)(c6) + (1,3)(ac) + . . . = 1 
(1.1)(a6) + (1,2)(66) -I- (1,3)(6c) + . . . = 
(1,1)(ac) + 0,2)(6c) H- (1.3)(cc) + . . . = 

etc. etc. 

(1,2)(aa) + (2,2)(o6) + (2,3)(ac) + . . . = 
(1,2)(a6) -I- (2.2)(66) + (2,3)(6c) + ... = < 
(1,2)(ac) -I- (2,2)(6c) -i- (2,3)(cc) + . . . = 

etc. etc. 

(1,3)(aa) + (2,3)(a6) + (3,3)(ac) + ..-. = 
(1,3)(a6) + (2,3)(W) + (3.3)(6c) + . . . = 
(1,3)(ac) + (2,3)(frc) + (3,3)(cc) + . . . « 1 

etc. etc. 

Die AusdrOcke der Goefficienten {aa), (ab), elc. etc. des Art. 69 geben 
aber durch die Addition , mit Berücksichtigung der Ausdrücke fllr P, P^, 
etc. und Q, Q', etc. die ihrer Seits 



Q = ipp) 

Q' = iPP') 

Q' - ipp') 

etc. 



ipp') 
ipp") 
ip'p) 



ipp") 
ipp") 

(pY) 



geben, die folgenden 
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H + (06) + (ac) + . . . = Jf^ 




(ab) + (66) + (6c) + . . . = -^ 




(ac) + {bc) + {cc)+...^^ 




etc. 


wenn man 
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SN = N + N' + N' + .. . 

setzt, und vermittelst dieser erhalt maa aus den vorstehenden Gleichun- 
gen, wenn man jede, Gruppe derselben summirt, 

H,i)N+{\,i)N' + (1.3)r 4- . . . = ^ 



(1,2)2V + (2,2) JV' + (2.3)iV + . . . r- * 



£N 



(1,3)iV + (2,3) iV' + (3,3) iV" + . . . = -J^ 



(63) 



etc. etc. 

Berttcksichtigl man nun in den Auadrücken ßtr {at), {bl), etc. nur die von 
6 abhängigen Glieder, setzt demzufolge 

{al) = - 1 e 



(6/) = 


S 


6 










(et) = 




e 










etc. 














und substituirt diese Wertbe in die 


(62). so 


ergiebt 


sich 


in Folge 


der 


(63) 


X ^ X XBz X 


a= elc. 


-- 


e 









Die Einführung des GoefBcienten der Bedingungsgleichung (56) fügt 
also allen beobachteten Richtungen eine und dieselbe Grösse hinzu, und 
hat folglich auf die Unterschiede derselben, das ist auf die aus den 
Beobachtungen hervorgehenden Winkel zwischen den eingeschnittenen 
Punkten, gar keinen Einfluss. 

72. 

Man multiplicire die erste der Gleichungen (63) mit (a/), die zweite 
mit (61), die dritte mit (c/), u. s. w. und addire die Produkte, so ergiebt 
sich in Folge der (62) 

Nx + N'x' + iVV + . . . - -^ { (a/) + (6/) + (ei) ^ • , . } 
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Aber die Ausdrücke des Art. 69 für {at), (6/), etc. geben in Verbindung 
mit der Gleichung 

{Ix) + (h) + (te') + . . . =0 

des Art. 68 

{al) + {bl) + {cl) + ... ^ -^e 

und folglich wird 

(64) . . . Nx + N'x + iVV + ... + <? = 

Hiemit giebt die (59) 

V; = 

und die (60) gehen über in 



(66) . , , 



{ U = J~ 3P ^x' — -^x ^ . . . 

P, P/ I Pb" 1 

" p, p, p, 

p## p/ ' pj' " 

ti^ =B — ^- ^ — -/>: ^ — "^ ^ — . . . 



etc. 
Subslituirt man hierin den im vor. Art. für die x erhaltenen gemein- 
schaftlichen Werth, so ergiebt sich 

tt = tt, = u = etc. = ^ 

woraus hervoi^t, dass die Einführung der Grösse 6 allen fi dieselbe 
Grösse hiniufügt, die sie von den x abzieht. Es bekommen also nicht 
hios die Winkel zwischen den beobachteten Richtungen, sondern auch 
die Summen x -i- ii» jr' -h ti. etc. x + u , x + «,, etc. etc. dieselben 
bestimmten Werthe, wie auch angenommen wird. 

73. 

Aus dem zunächst Vorhergehenden folgt schon , dass die Samnoe 
der mit den Gewichten muhiplicirlen Fehlerquadrate von 6 unabhiiigig 
sein muss « da sie blos Function von den Summen x + «« x' + «, ^c. 
X + N^. x' 4- ii^> etc. etc. ist^ es soll aber diese Eigenschaft dired be- 
wio^^n winnden. Nehmen wir zu dem Ende den Ausdruck 

defiS^ Art. 70 \>)r. und erw%en dass If von 6 unabhängig ist« imd mü 
blo^HT RCKi^sicliI auf die tob ¥ abhängigen Glieder 
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X =^ X SS X SS etc. = — -^ 
und 

W = --fö. {bt)=.-.^e, (c/)=.-^ö. etc. 

sind, so erhält man» wieder mit bioser Rücksicht auf die Glieder, die 6 
enthalten, 

also W von fl unabhängig, w. z. b. w. 



74. 

Es kommt jetzt die Untersuchung an die Reihe , welchen Einfluss 
die Goefficienten H, /, K, etc. unserer Bedingungsgleichung (56) auf die 
Werthe der Unbekannten ausüben. Aus dem Umstände dass %p ^= ist, 
wie im vorvor. Art. bewiesen wurde, könnten wir schon den Schluss 
ziehen, dass diese GoefBcienteo, gleichwie d, willkührlich bleiben , allein 
diese Sache verdient direct untersucht zu werden. 

Wie man gesehen bat, treten diese Goefficienten nicht unmittelbar 
in die Goefficienten der Gleichungen (61) ein, sondern die mit N, N\ 
N'\ etc. und S bezeichneten Functionen derselben, aber wenn wir mit 
den /i, /, K, etc. H\ J\ K\ etc. irgend welche beliebige Aenderungen 
vornehmen , so können wir nicht nur die daraus hervorgehenden Aen- 
derungen von iV, N\ etc. S mit JN, JN\ JN\ etc. JS, sondern auch 
die daraus folgenden Aenderungen der Goefficienten der (61) mit J[aa), 
J[ab), etc. etc. und die der Unbekannten mit Jx, Jx\ Ax\ etc. be- 
zeichnen. Die Gleichungen (61) gehen daher nach diesen Aenderungen 
strenge in die folgenden 

[{M)'\-J[m)]JX'¥'[{ab)'^J{a^^ 

[{ac)'k^J[ac)]Jx^[[hc)+J{bc)^^^^ 

u. s. w. über, in welchen die völlig bekannten Glieder die Ausdrücke 

F = xJ{aa) + xJ(ah) + x'J[ac) -f- . . . — J[al) 

F = xJ[ab) + xJ{bb) + xJ[bc) + . . . — j\bt) 

F" = xj\ac) + xJ[bc) + x'jIcc) + . . . — J{ct) 

etc. etc. 
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haben. Wir dürfen jetzt, ohne dass die Strenge des Resultats dadurch 
verletzt würde, die Veränderung JS für sich betrachten. Setzt man zu 
dem Ende 

so bekommt man 

J[aa)^Nh, J{ab) = NN'f\ {J{ac) = NN "r, etc. J[at) = ^NOr 
J{bb) = iV'V, J{bc) = iV'iVV, etc. J{bl) = — N'ßr 
J[cc) = iV>, etc. z/(c/) = — iV"ör 

u. s. w. und es werden 

F = Nr [Nx + N'x + iVV + . . . + ö) 
F' = N'r[Nx + iVV + iVV + . . . + e) 
F' = i\V(iVa? + N'x + iVV + . . . + e) 

u. s, w. also in Folge der (64) 

F^F' ^F" = etc. = 
Hiemit werden verm((ge der (66) auch 

Jx SB Jx =1 Jx =: etc. axs 

oder irgend eine Aenderung von S, sei sie auch noch so gross, bringt 
keine Aenderung in den Werthen der Unbekannten hervor. 

Untersuchen wir jetzt die Wirkung der gleichzeitigen AeiKlerufigen 
JN und JN'. Die Annahme dieser giel^t strenge 



yt(ad\ — 9,N— -1- ^^* yi(hh\ — ^N'^^^' -1- 


//W* 


^(cc) = 


Zi\Wl) — Alf « ^ rt , ZJ\U\ß^ — ÄXT o T" 


s 


>/fflfc1 B JV'^^ ^iV '''^' -•- ^^^^' ^rAc^ — JV" ^^' 




^(cd) SS 


"^l**; ^ " S ^''' s * S • '^^*"''' ~ ■'' s 


^oc) « iVf ^(6rf) = iV"'^' 




etc. 


J{ad)=^N"'^ etc. 




J{cti = 


etc. ^(^ = - ^ ö 




etc. etc. 


^M = -f ö 






und setzt mtn j^zt zur AbkOrzuog 












SO findet man mit Zuziehung der Gleichung (64) 






F =s (iV -1- JN)q 






F' « [N' + JN')(f 






F" = N"^ 






F" = iV"> 
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u. s. w. die in die (66) zu setzen sind. Setzt man hiemit zugleich 

Jx ^ Jx -^ z , Jx ^ Jx -^ z\ etc. 
wo z, z\ etc. unbestimmte Grössen sind, so erhalt man nach einer leich- 
ten Redttction 

^N + JN) I^±^p^ Jx 

+ [{ab) + J{ab)-]z + [{ac) + J{ac)]z' +... + {N+ JN)q = 

(üf' + JN') ^*^^*^^ Js 

'h[{bb) + J{bb)]iH 

N" ^*^^*^^' jx 

s 

etc. 
die auf den ersten Blick zeigen, dass ihnen nur durch 

z ^ z =^ etc. = 
Gnüge geleistet werden kann, und dass sie 



[{bc) -i- J{bc)]z' + . 


..-¥■ 


{N' 


+ JN')q 


« 





■ [(^ 


+ J{bc)]z + 


{cc)z' 


+ . 


.. + N"p 


etc 






Jx =s Jx = Jx" = etc. = — 



xJN-^x'^S' 



geben. Man sieht leicht ein, dass je zwei Aenderungen ^:/N ein analoges 
Resultat geben mttssen, und da in den Ausdrücken der Coefficienten der 
Gleichungen (61) die iVnur in zwei Dimensionen vorkommen, so muss 
die Betrachtung der gleichzeitigen Aenderungen aller N auch ein ana- 
loges Resultat geben. Ferner ist in Folge des Vorhergehenden leicht 
einzusehen , dass die Hinzufügung einer Aenderung von S dieses Re- 
sultat nicht ändern kann. 

Die vorhergehenden Entwickelungen geben daher zu erkennen, 
dass irgend welche Aenderungen, die man mit N, N\ N\ etc. und S 
vornimmt, höchstens die Werthe der x, x\ x\ etc. um eine und dieselbe 
Grösse andern können , und folglich ohne Einfluss auf die Winkel sind. 
Auch findet man durch die (65), gleichwie oben, dass immer diese ge- 
meinschaftliehe Aenderung der x, x\ etc. die nemliche Aenderung im 
entgegengesetzten Sinne in den Werthen der u, u, u , etc. hervor- 
bringt. 

Da demzufolge die Aggregate x + u, x +u, etc. x +u, x +u^, 
etc. etc. unverändert bleiben, so folgt aus dem Ausdruck für W, dass 
diese Grösse stets unverändert bleibt, und also ein absolutes Mini- 
mum ist. 

Es ist aber hiebei zu bedenken, dass man die N nicht alle gleich 
Null, und S nicht unendlich gross machen darf, weil dadurch bewirkt 
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werden würde, dass von den Gleichungen (61) jede in den Übrigen 
enthalten wttre. 

75. 

Da dem Vorhergehenden zufolge die N, N\ N\ etc. und S mit der 
eben angegebenen Ausnahme völlig willkührlich sind , so kann man sie 
anwenden, um aus den Gleichungen (61) möglichst viele Glieder fortzu- 
schaffen, wodurch die Rechnung vereinfacht wird. Dass man von den 
mit denselben zwei Buchstaben bezeichneten CoefGcienten keinen fort- 
schaffen darf, zeigt schon die vorhergehende Auflösung der allgemeinen 
Aufgabe dadurch, dass diese Coefficienten in den Nennern der verschie- 
denen Ausdrücke eintreten, auch würden dadurch die N imaginSire 
Werthe bekommen. Aber von den anderen Coefficienten der (61) darf 
man so viele fortschaffen wie überhaupt möglich ist, und da die Anzahl 
der N der Anzahl der x gleich ist, so kann man im Allgemeinen, wenn 
man wieder die Anzahl der x mit n bezeichnet, n Coefficienten, oder 
Glieder ) gleich NuU machen, und zwar kann dieses auf vielerlei Arten 
geschehen. 

Eine Art n Glieder fortzuschaffen besteht darin, dass man im Voraus 
annimmt, dass der Werth irgend einer der x gleich Null werden soll. 

Sei z. B. 

X = 

dann giebt die erste Gleichung (58) die Bedingungsgleichung 

pu + pu\ + pu^ + . . . = (te) 
und vergleicht man diese mit der (56), so werden 

H^p, J=p,, K=p^,eic.H' = r = K'=zetc. = 0, ö = (te) 
Die Substitution dieser in die Ausdrücke für N, N\ etc. des Art. 69 
giebt 

N^ipp). N'^ipp). N"^{pp),elo. S^ipp) 

womit man die folgenden Ausdrücke der Coefficienten der (61) bekommt, 

(a«) = P . (66) = 0' + Jg! _ (py) 

^"^^ ■" ^ ' (bc) — ^'""^') _ (n-rr\ 

[ac) = , ^'^'^1 — (PP) ^fP I 

(«d) = , (6d) = ÜSÄl) _ (p'p-) 



etc. 



(pp) 
etc. 



W-0 , (fc/) = (Ir') _ M (i,) 



k 



\ 
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(00) = (T + ^* - (?>•) . w = r+«^-(/p') 

(od) =.^» -(!,>") , etc. 



W = (^1 - -S- (^) 



etc. ^»»^ = V* ; (^ 

(w) 



('^o = (^1 - S (^) 



u. s. w. Die Gleichungen (61) werden hierauf 

Qx =0 

{bb)x + {bc)x + {bd)x' + . . . = (6/) 

(6c)a?' + {cc)x + [cd)x + . . . = (c/) 

\bi)s! + (c(^a?" + (dd)a?" + . . . = (d/) 

u. s. w. woraus a? = folgt, wie im Voraus bestimmt wurde. Der 
Art. 70 giebt in diesem Falle 

W=(«,n) + gf 

76. 

Das im vor. Art. entwickelte Verfahren ist nicht das zweckmäs- 
sigste zur Anwendung, denn es ist gar kein reeller Gewinn Jjarin ent- 
halten , dass im ersten Theile der Auflösung die Verbesserung einer der 
beobachteten Richtungen Null wird. Die Bedingung, die hier dazu an- 
gewandt worden ist um (a/) NuU^u machen, kann zweckmässiger dazu 
verwandt werden um noch einen Coefficienten einer der Unbekannten 
z. B. (6c) = zu machen, denn hieraus entstehen im Verlaufe der Auf- 
lösung wesentliche Vereinfachungen, die darin bestehen, dass eine 
Anzahl anderer, sonst auch zu berechnender Grössen, zugleich Null 
werden. 

Es sollen daher jetzt die GoefBcienten 

[ab) , [ac) , [ad) , etc. nebst (fcc) 

gleich Null gemacht werden, deren Anzahl n ist. Da auch S willktthr- 
lich i^t , so scheint es als könne man noch einen Coefßcienten Null ma- 
chen, allein die Ausdrücke der Coefßcienten (aa), [ab), etc. des Art. 69 
zeigen, dass dieses unmöglich ist, indem sie alle zu Functionen von 

-^ , -~= , etc. und -^ gemacht werden können, wodurch S gänzlich 

aus denselben entfernt werden kann. Es soll daher zur Vereinfachung 

S = 1 

Abbandl. d. K. S. Gesellich. d. WiMMnieb. XIII. 50 
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gesetzt werden. Die Grösse giebt Veranlassung ausser den oben ge- 
nannten GoefBcienten der Unbekannten auch eins der völlig bekannten 
Glieder (a/), (6/), etc. Null machen zu können, aber da daraus kein reeller 
Yortheil erwächst, im Gegentheil die Ausdrücke dieser GoefBcienten mehr 
zusammengesetzt werden , so mache ich von diesem Umstände keinen 
Gebrauch, sondern setze vielmehr 

fl = 

Die hierauf zu berechnenden Ausdrücke sind demnach zuerst die {pp), 
[pp), etc. {p'p), etc. etc. nach den im Art. 69 gegebenen Ausdrücken. 

Da nun 

NN' « ipp') 

NN" « ipp") 
NN'" a. {pp'") 

etc. 
und 

N'N" = (p'p") 

werden müssen, so bekommt man 



N - y (py., . 


V'" _ (pp'") 




K'" (pp"') 

" ^ N 


W" — 1/(PP")(P'P") 


iv _ (ppI 

" ~ N 




etc. 



die aach zu berechnen sind. Alsdann werden 

(ao) = + iV» - {pp) , (66,1) = 0' + r» - (p'p') 

(ab) = {bc,i) = {bc) = 

(ac) r= [bd,]) = N'N'" - {p'p'") 
(od) = (6e,1) = iVW" - (p'p'O 
(a«) SB etc. 

etc. {bl,i) « {W) 

{ce,2.) = 0" + ^"» - (p"p") {dd,i) = 0'" + iV'"» - (p'Y") 

K2)« N"N" - {p"p"') («fe.1)= N"'N"' ^ {p"'p'n 

{ce,i) »= iV'iV"' - (p'p"') etc. 

etc. (di.1) = {Ix'") 
{cl,i) = (te") . 
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{ee,i) = (T + N"^ - (pVO 
etc. 

etc. bis 
(«)=|,P +p'r» +pT« -i-pT +... 

+ p.i,' + p7.^ + pV!" + pT* + . • . 
+ pA* + pV? + p7„^+p:0 + ..- 
+ pX'+p'.,C+p;C+ //;+•.. 

H- etc. 

welche letzte Fanction zur gleichzeitigen Berechnung von W dient, und 

mit welcher 

W = («,n) 

erhalten wird. Die aufzulösenden Gleichungen (61) gehen hiemit in die 
folgenden über, 

{aa)x SS (at) 

{bb,i)x' + {bd,i)x'" + {be,i)x"' + . . . = (6/J) 

(cc,2K' + (cd,2K" + {ce,i)x"' + ... = (c/,2) 

{bd,iy + (cd,2y + (dd.lK' + ((fe,1>" + . . . = (dM) 

(6e,i>c' + (ce,2K' -l- {de,i)x"' + (ec,1)V + . . . = (e/,1) 

etc. etc. 

die auf die vorbeschriebene Art in der Auflösung zu behandeln sind. 
Es kann noch angemerkt werden, dass in Folge der fehlenden CoefB- 
cienten derselben von den Utilfsgrössen des Art. 43 

a' = /?' = / = d' = etc. = /?" = 

werden, so wie dass von denen des Art. 44 

a := a SS a =s etc. = 

werden, und die übrigen die folgenden Ausdrücke erhalten, 

r « /' 



ß" 


= d" + d'y 




= r + sy 


ß' 


= «" + ,y" + if 


/ 


= ,•" + eV" + eY 


d" 


= «'" + /<r"' 



etc. 

50 
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worauf die Ausdrücke der Unbekannten 

— X = X + X ß + Xß 

n iff _ IV ni . V tv 

— a!= X -^ Xy -^ X7 



X 



— X = X -^ X 

IV y 

— x = % 
etc. etc. 

sich ergeben. Die vorbeschriebenen Rechnungen können durch die fol- 
genden Gleichungen, die aus dem Art. 71 hervorgehen, geprüft und wo 
nöthig berichtigt werden. Die [fp), [pp), etc. dui'ch 

{pp) + (/»pO + [pp") + . . . = 
ivv) + (jp'v) + (p>") + . . . = 0' 
(;>/') + {pY) + {p"p") + 0" 

etc. etc. 

die {aa), (66,1) etc. durch 

[aa) = N^N 

(66,t) + (6d,1) + . . . = N'2:N 

(cc,2) + (cd,2) + . . . = N''2N 

(6d,1) + (cd,2) + (dd,1) + . . . = iV'"-SiV 
etc. etc. 

und die Werthe der Unbekannten selbst durch 

= Nx + N'x + iV'V + iV"V" + . . . 

die aus dem Art. 72 hervorgeht. Will man hierauf auch die Werthe der 
u, u, etc. kennen lernen, so dienen hiezu die Gleichungen (65). Wenn 
eine oder mehrere der (/?p'), {pp'), {pp") Null werden, so können durch 
die obigen Ausdrücke die N, N\ N" nicht berechnet werden , aber in 
diesem Falle kann man durch Abänderung der Reihenfolge , in welcher 
man anfänglich die Richtungen aufgestellt hat, immer diese Bestimmung 
wieder möglich machen. 

Das eben entwickelte Verfahren den ersten Theil der Auflösung 
unserer Aufgabe, oder die sogenannte »Ausgleichung auf den Stationen« 
zu behandeln , bewirkt nicht nur an sich selbst ein kurzes Verfahren, 
dessen richtige numerische Ausführung durch die zur Controle derselben 
vorhandenen Gleichungen gesichert wird, sondern die zum Verschwinden 
gebrachten Coefificienten üben auch auf den zweiten Theil der Auflösung 
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in Bezug auf die Abkürzung desselben wesentliche Wirkung aus, indem 
sie bewirken, dass auch dort eine Anzahl von Gliedern verschwinden. 

77. 

Die Ausdrücke des vor. Art. führen in zwei verschiedenen Fällen 
die allgemeine Aufgabe, auch in ihrer Anwendung auf die Geodäsie, auf 
den im Art. 55 betrachteten speciellen Fall zurück. Der eine dieser 
Fälle tritt jedes Mal auf den Stationen ein, auf welchen nur drei Rich- 
tungen eingeschnitten worden sind, denn kürzt man die Gleichungen 
auf diesen Fall ab, so werden sie 






(oi) _ (te) 

((w) (aa) 

(M.<) _ (to') 

{bb.t) — (bb.i) 

{Chi) _ (te") 



(cc,l) (cc,8) 



WO 



{aa) = Q + iV» - (pp) = N{N+N' + N") 
(66,1) = 0' + ^'* - ip'p') = N'{N+N'+N") 
(cc,2) s Q" + N"^ - {p"p") = N"{N-t-N'-t-N") 

sind, und 

(pp) . iPP) . iPP") 
ip'p') . {P'P") 
{P"P") 
SO wie N, N' , iV" eben so wie im allgemeinen Falle zu berechnen sind. 
Alle mit a, /?, y, etc. und angehängten Strichen bezeichneten Grös- 
sen werden hier Null, und zur Berechnung der Summe der mit ihren 
Gewichten multiplicirten Fehlerquadrate ergiebt sich aus dem Vorher- 
gehenden 

W = (K,3) = {II) - x[lx) - a/{y) - x'\y') 

Die allgemeinen Bedingungsgleichungen für die (jpp), {pp), etc. und für 
die Unbekannten selbst bestehen auch hier. 

78. 

Der zweite Fall, in welchem die allgemeinen Formeln von selbst in 
den genannten speciellen Fall übergehen, Gndet auf allen Stationen statt, 
auf welchen in jedem Gyrus alle vorhandenen Richtungen eingeschnitten 
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M^orden sind» und man in jedem Gyras für sich allen Beobachtangen 
dasselbe Gewicht beilegen kann. Da in diesem Falle 

p = p' = Z)" = etc. 
P, = P\ = P\ = etc. 
P„ = P'„ = P„ = etc. 

u. s. w. ist, so giebt die Gleichung (9) schon zu erkennen, dass 

u. s. w. werden müssen, und die allgemeinen Ausdrücke des vorvor. 
Art. bestätigen nicht nur dieses, sondern weisen auch' nach, dass in der 
That der genannte specielle Fall eintritt. Bezeichnet man wieder mit n 
die Summe aller Richtungen, so werden jetzt 

P = np , P^^np^, P = np^ , etc. 
= ö' = 0" = etc. =p+p+p^ + ... 

und Folge davon ist, dass sich 

iPP) - iPP') = (|>p") = etc. = -J- 

ip'p') = iPP") = etc. = -^ 

ipy) = etc. = 4- 

etc. 
und 

N=N' ^N" ^ etc. = y^ 

ergeben, die Coefficienten der Endgleichungen werden daher 

{aa) = (66,1) = (cc,2) = etc. = Q 

und alle übrigen Coefficienten derselben werden Null. Diese Gleichun- 
gen gehen daher tlber in 

Qx = {Ix) , Qx = {W) , Qx" = (te") , etc. 
woraus 



X = 



P+Pr+P.,+ . 

(top 



P-^P^-^P»-^' 



u. s. w. hervorgehen, w. z. b. w. 
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Wenn alle Gewichte einander gleich gesetzt werden dürfen, so 
gehen diese Ausdrücke in die arithmetischen Mittel aus den Beobach* 
tnngen einer jeden Richtung über. 

Alle mit a, /?, y, etc. bezeichneten Grössen werden wieder Null, 
und ausserdem noch 

{Ihn) = 

Diese Resultate gelten wie gross auch die Anzahl der Riebtungen ist, 
die den Forderungen dieses Artikels gemäss eingeschnitten worden sind. 

79. 

Zu den speciellen Fällen die vorkommen können gehört noch, abgesehen 
von den in den beiden nächstvorhergehenden Artikeln betrachteten, der 
Fall dass auf der einen oder anderen Station mit den Richtungen nach 
den Dreieckspunkten zugleich Richtungen nach anderen Gegenständen, 
die keinen Dreieckspunkten angehören, beobachtet worden sind. Es 
können z. B. die Azimuthe dieser Gegenstände genau bestimmt sein, 
und man will sich derselben daher zur Orientirung des Dreiecksnetzes 
bedienen ; es können auch andere Ursachen die Mitbestimmung solcher 
Punkte veranlasst haben, wie man weiter unten sehen wird. 

Um in diesem Falle die Rechnungen möglichst abzukürzen, ist 
nichts weiter zu thun wie diese überzähligen Richtungen, wie ich sie 
nennen will, ans der natürlichen Reihenfolge der Richtungen auszuheben 
und ihnen die letzten Stellen in der Reihenfolge aller Richtungen der 
betreffenden Station zuzutheilen. Die Berechnung ist darauf eben so 
wie sonst auszuführen , und man erlangt durch diese Anordnung den 
Yortheil , dass in dem zweiten Theil der Auflösung diese überzähligen 
Richtungen so wenig wie möglich eintreten. 

80. 

Betrachten wir nun wieder den allgemeinen Fall, den auch der 
vor. Art. in sich schliesst, in welchem nicht jeder Gyrus, oder kein 
Gyrus, alle Richtungen enthält, dann sind zuerst in den Ausdrücken für 
(pp), (pp'), etc. die Gewichte der fehlenden Einstellungen Null zu ma- 
chen , und demgemäss die numerischen Werthe dieser Grössen zu be- 
rechnen. Wenn die Beobachtungen so beschaffen sind , dass man die 



690 P. A. Hansen, [420 

Gewichte aller Einstellungen auf der Station einander gleich, und in 
Folge dessen = 1 setzen kann, (und dieser Fall kommt gewöhnlich vor, 
weil man selten im Stande ist etwaige Unterschiede in der Gttte der 
Beobachtungen hinreichend genau durch Zahlen ausdrücken zu können,) 
so werden die Bedeutungen der Huifsgrössen einfacher als im Art. 67 
angegeben ist. Es werden alsdann 

P die Anzahl der Einstellungen des ersten Gyrus, 

P » » » » » zweiten » 

u. s. w. 

Q die Anzahl der Einstellungen der Richtung x, 

u. s. w. 

{lu) die Summe der im ersten Gyrus durch die Einstellungen er- 
haltenen Werthe, 
(/uj die Summe der im zweiten Gyrus durch die Einstellungen 
erhaltenen Werthe, 
u. s, w. 

{Ix) die Summe der für x durch die Einstellungen erhaltenen Werthe, 

[Ix') »»»»0?»» 9 » 9 

u. s. w. Mit Rücksicht auf diese Bedeutungen der Huifsgrössen ist es 
immer leicht die Werthe der Goefficienten {aa), etc. zu berechnen, aber 
es ist die Berechnung derselben gar nicht schwieriger, wenn;», p,, etc. 
etc. verschiedene Werthe haben, vorausgesetzt d^ss diese ganze Zahlen 
sind , und diesen Fall kann man oft herbeiführen , und zur Abkürzung 
der Rechnung benutzen. 

Wenn auf einer Station viele Gyn beobachtet worden sind, so wird 
es nicht ausbleiben, dass eine Anzahl von Gyri vorkommen, in welchen 
dieselben Punkte eingeschnitten worden sind, eine andere Anzahl in 
w^elchen ganz oder zum Theil andere Punkte, aber wieder in jedem 
Gyrus dieselben, u. s. w. Vorausgesetzt nun, dass man das Gewicht 
einer jeden Einstellung = 1 setzt, kann man aus jeder dieser Gruppen 
von Gyris zuerst das arithmetische Mittel nehmen, und dieses in der fol- 
genden Rechnung so behandeln, als wäre dessen Gewicht gleich der 
Anzahl der Gyri, aus welchen es entstanden ist. Man kürzt dadurch die 
Rechnung wesentlich ab, ohne an der Strenge derselben etwas zu ver- 
geben. Die so entstehenden Gewichte sind selbstverständlich ganze 
Zahlen , und es sind nun mit Rücksicht auf diese die Hül&grössen zu 
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berechnen. Wenn z. B. die erste Gruppe das arithmetische Mittel aus 
m Gyris ist, so setze man 

p s= p' := p' =: etc. = m , und P =s fim 

wenn ^ die Anzahl der Richtungen ist, die in diesen Gyris eingeschnitten 

worden sind, u. s. w. Wenn in den Gyris, in welchen x vorkommt, diese 

Gewichte 

p — m, p, = m^, p^^m^, etc. 

sind, so wird 

Q =s m + m + 1»^ + . . . 

U. s. w. und auf ähnliche Art verfährt man bei der Berechnung der mit 
{h), etc. und (pp), etc. bezeichneten Grössen. Man kann hiebet noch 
bemerken, dass man durch die im Art. 68 gegebenen Gleichungen 
p+ p +p + ... = ö + 0' + 0^ + . . . 

{Ix) + {lx) + {lx) + .,.. = 

eine Gonlrole der numerischen Rechnung erhält. Man braucht hier nicht 
die Division, die zur Erlangung des arithmetischen Mittels erforderlich 
ist, auszuführen, sondern kann sogleich die Summe dieser Gyri ansetzen, 
die unmittelbar zur Berechnung der mit {Ix), {Ix'), etc. bezeichneten 
Grössen dienen. 

81. 

Es ist hier der Ort die Betrachtung des Falles einzuschalten, in 
welchem nicht die Richtungen, sondern statt dessen unmittelbar die 
Winkel zwischen den Dreieckspunkten beobachtet worden sind. Es 
kann dieser Fall wohl noch hie und da bei neueren Triangulationen vor- 
kommen , aber wenn man ältere Triangulationen zu berechnen oder zu 
untersuchen hat, so findet man denselben immer vor. 

Nehmen wir zuerst den Fall an , dass nur die von einander unab- 
hängigen Winkel auf der Station beobachtet sind , so hindert nichts die 
durch diese Beobachtungen erhaltenen Werthe derselben mit y, y, y\ 
etc. zu bezeichnen , und hiemit wird die Aufgabe sofort auf den speciel- 
len Fall des Art. 55 hingeführt. Da jetzt sehr wohl die verschiedenen 
Winkel verschiedene Gewichte haben können, indem die Beobachtung 
des einen mehrmals wiederholt worden sein kann wie die irgend eines 
anderen, so sind demgemäss die a. a. 0. vorkommenden, mitp, p\ p\ 
bezeichneten Gewichte zu bestimmen. 
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Nehmen wir dagegen an , dass ausser den einzelnen Winkeln auch 
Winkel beobachtet worden sind, in welchen jene enthalten sind, wie die 
Ergänzung aller übrigen Winkel zum Umkreise , oder Summen zweier 
oder mehrerer einzelner Winkel , so entstehen hieraus Bedingungsglei- 
chungen, die nicht zu denen gehören, die das Dreiecksnetz an sich dar- 
bietet, und die ich daher locale Bedingungsgleichungen nennen will. 
Verweist man diese Bedingungsgleichungen in den zweiten Theil der 
allgemeinen Auflösung, wie bisher immer geschehen ist, so bleibt der 
specielle Fall des Art. 55 zwar bestehen, aber der zweite Theil der Auf- 
lösung wird unnöthigerweise verlängert. Da aber die Berechnung dieses 
zweiten Theils, in den Fallen, wo die Anzahl der Bedingungsgleichungen 
gross ist, bei Weitem die grössere Arbeit bei der Ausgleichung der Be- 
obachtungen eines Dreiecksnetzes verursacht, so ist es von wesentlichem 
Yortheil diesen nicht unnöthiger Weise zu verlängern. Die Aufnahme 
der localen Bedingungsgleichungen in diesen zweiten Theil der Auflö- 
sung ist aber eine unnöthige Verlängerung desselben , da sie auf ein- 
fache Weise in dem ersten Theile berücksichtigt werden können. Zwar 
hört alsdann die Auflösung auf, in Bezug auf die betreffenden Stationen, 
dem speciellen Falle des Art. 55 anzugehören , aber die kleine Vermeh- 
rung des ersten Theils der Auflösung, die dadurch entsteht, wird bei 
Weitem durch die Abkürzung des zweiten Theils aufgewogen. 

Man kann jeden gemessenen Winkel in zwei Richtungen zerlegen, 
oder als den Unterschied von zwei Richtungen betrachten, von welchen 
die eine ganz willkührlich ist. Jeder gemessene Winkel lässt sich daher 
wie ein Gyrus von zwei Richtungen betrachten , und stellt man alle auf 
einer Station beobachteten Winkel in dieser Form auf, und löst die da- 
durch erhaltenen Gleichungen den Erklärungen des Vorhergehenden ge- 
mäss auf, so ergeben sich die Werthe von y, y\ y\ etc. in welchen die 
localen Bedingungsgleichungen volle Berücksichtigung erfahren haben, 
und daher im zweiten Theil der Auflösung nicht beachtet zu werden 
brauchen. 

Man kann hiebei noch Folgendes bemerken. Nimmt man die vor» 
läufigen Werthe der den unabhängigen Winkeln entspreobenden Rich- 
tungen so an, dass sie den Beobachtungen vollständig entsprechen, so 
werden alle diesen Richtungen zukommenden Werthe der mit l bezeich- 
neten Grössen gleich Null , und in so fern keine abhängigen Winkel auf 
der betrefifenden Station beobachtet worden sind , führt die im Voriier- 
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gehenden erklärte Auflösung unmittelbar auf die Werthe y as 0, y' = 0, 
y' =s 0, etc., wodurch der specielle Fall des Art. 55 wieder herbei ge- 
führt ist. Sind aber auf dieser Station auch abhSingige Winkel beobach- 
tet, dann werden in den aus diesen entspringenden Gyri die beiden dazu 
gehörigen / nicht gleich Null, und die aus der Auflösung aller Gleichun- 
gen hervorgehenden Werthe von y, y\ etc. werden im Allgemeinen auch 
nicht mehr gleich Null. 

82. 

Ehe ich zur Anwendung des zweiten Theils der allgemeinen Auf- 
lösung auf die Geodäsie übergehe, will ich das Vorhergehende durch 
ein Beispiel erläutern, welches ich aus der von mir vor ohngefähr 30 
Jahren zum Zweck einer staatsöconomischen Landesvermessung ausge- 
führten Triangulation des hiesigen Herzogthums entlehne. Selbstver- 
ständlich würde es zu weit führen , wenn ich hier diese ganze Triangu- 
lalion anführen und berechnen wollte, ich muss mich damit begnügen 
aus derselben einige zusammenhängende Dreiecke auszuwählen, und die 
Berechnung dieser, als ein Ganzes betrachtet, zu zeigen. 

Es wurden bei dieser Triangulation auf allen Stationen nicht die 
Winkel für sich, sondern die Richtungen eingeschnitten und beobachtet, 
und da auf fast jeder Station eine grosse Anzahl von Punkten einzu- 
schneiden war, so wurden in keinem Gyrus Alle eingeschnitten, sondern, 
wie im Art. 64 erklär) worden ist, verfahren, und möglichst viele Com- 
binationen der einzuschneidenden Punkte gebildet, deren jede einen 
Gyrus bildete. Da demzufolge die oft genannte Gaussiscbe Auflösung 
auf die Berechnung dieses Dreiecksnetzes nicht angewandt werden 
konnte, so entwarf ich schon damals die hier erklärte, wandte sie bei 
der Berechnung an, und veröffentlichte die Endformeln ohne deren Ab- 
leitung im 16. Bande der Schum. A. N. 

Ich führe noch an, dass zu dieser Triangulation blos Szöllige Theo- 
doliten angewandt wurden, deren Nomen unmittelbar 1 0" gaben. 

83. 

Aus der oben genannten Triangulation werde ich nun ftlr das hier 
zu berechnende Beispiel die fünf Stationen , oder Dreieckspunkte , See- 
berg, Inselsberg, Wachsenburg, Warte, Hörselsberg auswählen und be- 
rechnen. 
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Ich bemerke hiezu im Voraus, dass die Bezeichnung der Richtun- 
gen und anderer in Betracht kommenden Grössen mit Buchstaben, wie 
im Vorhergehenden geschehen ist, wohl in der Ableitung der Relatio- 
nen , auf die die Auflösung der Aufgabe führt , zweckmässig ist , dass 
man sich aber in der Anwendung , und namentlich bei grossen Triangu- 
lationen , weit zweckmässiger der Zahlen zur Bezeichnung bedient. Es 
sollen daher auch hier diese und zwar so angewandt werden, dass 
nicht nur jede Station , sondern auch jede Richtung mit einer Zahl be- 
zeichnet wird. Die oben genannten fünf Stationen werde ich mit (1), 
(2), (3), (4), (6) bezeichnen, so dass 

Seeberg . . . (1) 

Warte .... (2) 

Inselsberg .' . . (3) 

Wachsenburg . . (4) 

Hörselsberg . . (5) 
zur Bezeichnung erhält. Die Richtungen nach den Dreieckspunkten werde 
ich gleichfalls mit den fortlaufenden Zahlen so bezeichnen, dass auf je- 
der Station mit der (1) angefangen wird Wo es nöthig wird die Statio- 
nen zu unterscheiden , kann die Stationsnummer der Richtungsnummer 
rechts unten als Index angehängt werden , so dass allgemein (r), , wo r 
die Richtungsnummer und 8 die Stationsnummer bedeutet , die Bezeich- 
nung irgend einer Richtung wird. Ins Besondere sollen im Folgenden 
(r), der vorläufig angenommene Werth irgend einer Richtung 
iv{r)g die im ersten Theile der Auflösung zu berechnende Verbesserung 

derselben, 
y{r\ der hieraus folgende Werth derselben bedeuten, so dass 

y{r)s = {r)s + ^<rl 
wird. Die Coefficienten (aa), {ab), etc. (66), etc. des Vorhergehenden 
sollen , in so weit sie Dreieckspunkten angehören, mit 

(1,1)a, (1,2),, etc. (2,2), 
bezeichnet , und überhaupt diese Bezeichnungsart auch auf andere Grös- 
sen ausgedehnt werden. Im ersten Theile der Auflösung wird man den 
Index 8 grösstentheils weglassen können , und nur bei jeder Station all- 
gemein angeben. 



\ 
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84. 

Mit der Station Seeberg =: (1 ) anfangend , werde ich mit Weglas- 
sung der Stationsnummer den hier von den dort überhaupt beobachte- 
ten Richtungen aufzunehmenden die folgenden Bezeichnungen geben, 

(1) = Richtung nach Station (3) 

(2) = » » » (5) 

(4), (3) = » . . (2) • 

(3), (4) = >> . » (4) 

(a) = » nach Trügleben 

(6) = » » kl. Rettbach. 

Die Richtungen (a) und (6) , die hier mit aufgenommen worden sind, 
gehören keinem der übrigen hier in Betracht zu ziehenden Dreiecks- 
punkten an , und es tritt daher hier der Fall ein , der im Art. 79 erläu- 
tert wurde. Diese beiden Richtungen habe ich , wie dort vorgeschrieben 
wurde, aus ihrer natürlichen Reihenfolge herausgenommen , und den 
übrigen nachgestellt. Es ist nothwendig zu erklären , weshalb diese bei- 
den Richtungen hier mit aufgenommen worden sind. 

Statt auf dem Dache der vormaligen Sternwarte auf dem Seeberge 
zu beobachten, wie früher geschehen ist, zog ich vor die Theodoliten 
auf in die Erde eingemauerte Steinpfeiler aufzustellen , da aber hier das 
neben liegende Gebäude der Sternwarte fast 180^ des Horizonts ver- 
deckte, so mussten zwei solcher Steinpfeiler, einer nördlich und einer 
südlich vom Gebäude angewandt werden. Um unter diesen Umständen 
eine sichere Verbindung zwischen den von jedem dieser beiden Stand- 
punkte aus beobachteten Richtungen herzustellen, wurden mehrere Ge- 
genstände aufgesucht, die auf beiden Standpunkten sichtbar waren, und 
häufig mit eingeschnitten. Solche sind die oben mit (a) und (6) bezeich- 
neten. Die Wachsenburg war übrigens auch von beiden Standpunkten 
aus sichtbar. 

Da hier nicht bezweckt wird, die definitive Berechnung dieser 
Triangulation zu geben , sondern einen Auszug aus derselben als Eriäu- 
terung des Vorhergehenden aufzustellen , so halte ich es nicht für noth- 
wendig die Beobachtungen jedes einzelnen Gyrus anzugeben , sondern 
begnüge mich die Summen der Gruppen , nachdem davon die vorläufig 
angenommenen Werthe der Richtungen abgezogen worden sind, anzu- 
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führen. Diese sind, nachdem die erforderlichen Gentrirangen berOck- 
sichtigt worden waren, nebst den vorläufig angenommenen Werlhen der 
Richtungen in dem folgenden Tafelchen enthalten. 

Station (1). 



(4) 
(3) 



r 


Vorl. Werthe. 


Anzahl d. Beob. u. die Summe» dieser. 1 




9 


8 


i 


• 


6 


(1)- 


63<»14'10" 




5"60 




_ 


..... 


(2) 


96 29 52 




— 


2"40 






(3) 


215 58 17 


— 





— 




4.00 


(4) 


308 51 37 









4"60 




(«) 


106 2 29 


3"30 


3.85 


1.70 


3.20 


2.20 


W 


269 57 23 
S = 
M = 


1.60 


— 


— 




— 


4.90 


9.45 


4.10 


7.80 


6.20 


2.45 


4.725 


2.050 


3.900 


3.100 



(3) 



r 


7 


> 


s 


1 


1 «3 5 


i 


0) 

(2) 
(3) 
(*) 
(«) 
ib) 
S 

M 


3"80 
2.75 


S'IO 
1.03 


0*20 
15.25 


1''15 
3.42 


0"20 
3.40 


27"60 

17.70 

0.80 


0"70 

13.20 
0.15 


3"60 
1.55 

3.65 


6.55 


4.13 


15.45 


4.57 


3.60 


46.10 


14.05 


8.80 


3.275 


2.065 


7.225 


2.285 


1.800 


15.367 


4.683 


2.933 



(4) 
(3) 



r 


1 


f 


t 


t 


t 


« 


1 


I 


(2) 
(3) 
(4) 
(«) 
ib) 
S 
M 


no 

0.20 
4.50 


3'65 

7.70 
2.12 


5"40 
4,80 

3.40 


5"30 
4.35 

3.05 


O'OO 
10.20 

7.88 
1.70 


2"15 

4.10 
3.30 
6.10 


7'00 

0.00 
3.20 
7.00 


5'90 
2.30 

0.62 
4.60 


5.80 


13.47 


13.60 


12.70 


19.78 


15.65 


17.20 


13.42 


1.933 


4.490 


4.533 


4.233 


4.945 


3.912 


4.300 


3.355 



Ausser den Nammem der Richtungen , und den vorläufigen Wer- 
then derselben giebt diese Tafel in der obersten Zeile die Anzahl der 
gleichartigen Gyri, deren Summen, nach Abzug der vorläufigen Werthe 



<27] 



VON DER Methode dsh kleinsten Quadrate etc. 



697 



darunter stehen. Durch Hinzufllgung einer angemessenen Constante za 
den Beobachtungen einer jeden Gruppe kann man bewirken , dac» jede 
dieser Summen klein und positiv wird. 

Da allen Beobachtungen hier derselbe Werth beigelegt werden 
wird, so sind die Zahlen der obersten Zeilen zugleich die Gewichte der 
betreffenden Gruppe von Gyris. 

Neben der Bezeichnung S folgt die Summe der Summen jeder Co- 
lumne , und neben M das arithmetische Mittel derselben. 

Es muss nun jedes dieser arithmetischen Mittel von den Zahlen 
derselben Columne abgezogen werden , und diese Unterschiede dürfen 
nicht weiter geändert werden. Sie sind in der folgenden Tafel aufge- 
stellt , und zwar in entgegengesetzter Anordnung , nemlich so , dass alle 
Zahlen, die derselben Gruppe von Gyris angehören , in Einer Zeile ste- 
hen. Dieser Tafel sind überdies die Gewichte p, und die Zahlenwerthe 

A P , etc. ö, Q\ etc. -y- 1 ^ . etc. und (te), (te'), etc. einverleibt, die 
nach den im Vorhergehenden dafür entwickelten Regeln berechnet wor- 
den sind. Die Gruppen von Gyris habe ich mit laufenden Nummern ver- 
sehen. 











pr 


pr 














Nr. 


P» 


vv 


pV 


pf" 


pr 


pr 


P 


P 


J>«:P 






__ 





.^^ 


^_ 


+ 0"85 


-0"86 




48 


4.5 






+0"875 


^~, 








-0.875 


— 




6 


4.5 






— 


+ 0"35 


.^ 


— 


-0.35 


— 




2 


0.5 






— 


— 





+ 0"70 


— 0.70 


— 




6 


4.6 






— 





+ 0"90 





-0.90 







42 


8.0 






— 





+ 0.526 








-0.625 




44 


3.6 






— 


— 





+ 4.085 


— 


-4.035 




48 


4.5 






-7.016 


+ 7.0« 





... 


— 


— 




40 


2.5 






.. 


-4.485 





+ 4.435 


— 


— 




2 


0.5 












-4.60 


+ 4.60 





— 




4 


4.0 






„^ 


.^ 


— 


+ 42.235 


+2.832 


-44.667 


43 


89 


4.388 






— 




-8.988 





+8.546 


-4.533 




45 


4.667 






•«. 


_ 


+0.667 


-4.383 


— 


+0.74 6 




8 


0.888 












-0.833 


-4.733 


+2 566 


— 




6 


667 






«0.84 


— 








+ 8.24 


-2.37 




8 


0.838 






+ 0.866 


+ 0.t67 








-4.433 


— 




6 


0.667 






+ 4.067 


+ 0.446 








— 


-4.483 




3 


0.833 






-4.946 


+ 5.S55 








+2.986 


-3.245 




8 


0.5 






-4.763 


— 


— 


+ 0.488 


-0.643 


+ 2.488 




4 


0.25 









+ 2.70 





-4.30 


-4.40 


+ 2.70 




8 


0.6 






+ «.645 


-4.055 


— 


-2.785 


+ 4.245 
+ 4~5"983 


— 




8 
4 95 


0.6 


(te/ 


etc. 


-9"M0 


+ 4 3"5J8 


-4"324 


+ 6"742 


-22"704 


<>. 


etc. 


M 


46 


23 


36 


62 


64 









+ 6"742 
86 



-4"3J83 
28 
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Die Berechnung der {pp), (pp), etc. gab die nachfolgenden Werthe 
derselben, 

P P 







9 


r^. 


r 


^ ! 


F'- 


1^ 




p 


6.5833 


4.5 





0.75 


3.75 


1.4167 




p 




6.0 





1.5 


2.6667 


1.3333 


p: 
p 


p 






10.1667 


2.0 


5.3333 


: 5.5 


p 








U.0833 


7.75 


9.9167 


p 










20.4167 


12.0833 




p 












20.75 



Da hier {pp") und {p'p") Null sind, so tritt der im Art. 76 vorgese- 
hene Fall ein , dass die Bestimmung der iV, N\ N" bei der oben ge- 
wählten Reihenfolge der Richtungen unmöglich wird, aber man sieht 
sogleich , dass die Möglichkeit dieser Bestimmung wieder herbei geführt 
wird , wenn man die Aufeinanderfolge der Richtungen (3) und (4) um- 
wechselt. Man braucht deshalb die Täfelchen nicht umzuschreiben, son- 
dern die Andeutungen, die ich oben hinzugefügt habe, gnUgen vollstän- 
dig. Nur muss man jetzt die neuen Nummern dieser beiden Richtungen 
bis ans Ende der ganzen Rechnung unverändert beibehalten. Diesem 
entsprechend ergaben sich nun die numerischen Werthe der jY, N', etc. 
wie folgt, 

N =1.5, rr = 3.0 

N" = 0.5 , iV" = 

N" = 2.5 , N' = 0.9444 

und die der Goefßcienten (aa), (66,1), etc., wobei jedoch zu bemerken 
ist, dass ich bez. 1, 2, 3, 4, a, 6 statt a, 6, c, d, e, f geschrieben habe, 
und damit fortfahren werde , da mir in der Anwendung diese Bezeich- 
nung zweckmässiger scheint wie jene , die nur bei der Herleitung der 
Formeln den Vorzug verdiente. In der Folge muss man daher unter 

(1,1), (1,/), (2.2.1), (2.3,1), etc. (2,/.1) 

(3,3,2), (3.4,2), etc. (3./,2) 

(4,4,3). etc. (4,/,3.) 

etc. 
jene CoefBcienten verstehen. 
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4 i 


s 


4 


a b 


i 


1 


12.6667 

















- 9"220 


2 




19.0 








4.8333 


1.5 


+13.523 


3 






22.1667 


-2.0 


—6.5 


-9.4444 


+ 6.742 


4 








12.8333 


—5.3333 


—5.5 


— 4.324 


a 










37.8333 


—9.7222 


+15.983 


b 












31.1420 


—22.704 


l 














174.367 



Durch die Auflösung der Gleichungen, die von diesen Coefficien- 


len gebildet werden 


, ergabeD sich nach and nach in vollsiandiger Auf- 


Zählung 






t 


r 

0, 

r 

+(8.95533) , 


—(9.40550) , 

+(9.46721). 
+(9.67011), 


rr 
€ 

—(8.89734). 

m 
6 

+(9.62948) , 

IV 


+(9.86207) 

n 

X 

—(9.85233) 

X 

—(9.48309) 

IV 




+(9.70073) , 

y 
€ 


+(9.46777) 

y 

X 



■(9.69573) , —(9.60243) 



+(0.01274) 
wo die in Klammern eingeschlossenen Zahlen die Logarithmen sind, ferner 

{^^) (1.0 

12.6667 —9.220 

(2.2.1) (2,a.1) (2.M) (2.t1) 

19.0 +4.8333. +1.5. +13.523 

(3.3.2) (3,4,2) (3,a.2) (3,6,2) (3,1.2) , 

22.1667. —2.0, -6.5, —9.4444, +6.746 
(4,4,3) (4.a,3) (4,6,3) (4,/,3) 

12.6528, —5.9198, —6.3528, —3.715 
(aa,4) (a6.4) (a/.4) 

31.9281, —15.8451, +12.782 
(66,5) (6/,5) 

15.9468, —16.422 



(tt,6) 
1 32.861 



Abhudl. a. K. 8. (ieaelltrh. d. Wiueuch. Xlll. 
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und aasserdem noch 

f = 0, /T = — (9.40550) , /S'ss — (9.31217) 
r'" = -4- (9.52562) , / = + (9.80472) 

<r = + (9.86583) 

Hieraus erhielt idi die Verbesserungen der Richtungen und die Werlbe 
derselben nach der Ausgleichung auf der Station wie folgt : 

»(l) s — 0"728 , y{\) = 63«40' 9"272 
y(2) = 96 29 52.821 
y{3) = 305 51 36.755 
y{i) « 215 58 16.138 
y{a) s 1 06 5 28.889 
y{b) = 269 57 21.970 , 



a;(2) Ä + 0.821 
w{3) an — 0.245 
«)(4) as — 0.862 
w{a) = — 0.1 1 1 
w{b) = — 1.030 



womit diese Rechnung geschlossen ist. 



85. 

Da ich bei der Berechnung der Ausgleichung auf der Station (1 ) 
ausführlich gewesen bin , so kann ich die übrigen Stationen kürzer dar- 
stellen. Für die Beobachtungen auf der Station (2) == Warte wurden die 
folgenden Bezeichnungen angewandt 

(1) Richtung nach der Station (1) 

(2) » . » » (3) 

(3) » DD» (5) 

(4) » » » » (4) 

Ueberz&hlige Punkte sind hier nicht vorhanden. Die beiden Täfelchen, 
dio die Vorbereitung der Beobachtungen enthalten , sind hier die fol- 
genden. 

Station (2). 



r 


Vorl. Werlhe 


Anzahl d. Beob. n. die Summen dieser. 1 






4 

'2"80 
6.20 


6 

4"20 
8.00 


45 

^'50 
3.33 


4S 

21*50 
0.00 


3*70 

4.70 
0.10 


% 


4 


s 


(<) 

(2) 
(:^) 


27»55' r 

45 16 35 

64 53 36 

342 17 li 

S 

M 


4*00 
7.60 
3.60 


2*10 
3.60 
1.90 


3*20 
2.95 
7.20 
5.60 


9.00 


1 2.20 


6.05 


21.50 


8.50 


15.2 


7.60 


18.95 


, 4.50 


6.10 


3.025 


10.75. 


2.833 


5.067 


2.533 


4.738 
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Nr. 




pi' 


pf 


pr 


P 


p 


P»:P 




1 


— r7oo 


-H"700 


^__ 




4 


8 


2.0 




2 


— <.900 


^^ 


+1*900 


_- 


~ 6 


12 


3.0 




3 


—0.525 


_— 


— 


+0"525 


15 


30 


7.5 




4 






+10.750 


— 10.750 


12 


24 


6.0 




5 


+0.867 




+1.866 


—2.733 


2 


6 


0.6667 




6 


.- 


—1.067 


+«.533 


—1.466 


2 


6 


0.6667 




7 


—0.433 


+1.066 


—0.633 




1 


3 


0.3333 




8 


— <.538 


— 1.787 


+2.462 


+0 863 


2 


8 
97 


0.5 


(tr),elc. 


— 5"229 


— 0"088 


+18"878 


— 13"561 


0. 


etc. 


30 


9 


25 


33 









Hieraus ergeben sich erstens die folgenden numerischen Werlhe der 

(PP).(w').etc- 





P 


I»' 


P" 


p"' 


p 


14.0 


2.8333 


4.5 


8.6667 


p' 




3.5 


1.5 


1.1667 


p 






11.1667 


7.8333 


p"' 








15.3333 



femer 

iV= 2.9115. iV = 0.9718. N" = 1.5436, iV"'= 2.9726 
und die (1,1). (2.2,1), etc. 





* 


9 




4 


J 


1 


24.5 











—5 "229 


2 




6.4444 





1.7272 


—0.088 


3 






16.2156 


-3.2451 


+18.878 


4 








26.5032 


— 13.561 


l 










40.558 



Die Auflösung der Gleichungen giebt die Httifsgrössen 

(1,1) = 24.5. (2.2,1) = 6.4444 . (3,3.2) = 16.2156 
(4,4,3) = 25.3936 . (tt.4) - ^3.713 , 

log/S'" = 9.42690», log/" = 9.30129 
die weiter unted wieder gebraucht werden . nebst 
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M,(1)=r _ 0"213, 


y(1)= 27''55' 


6''787 


ii;(2) = -1- 0.089 , 


j/(2)=r 45 16 


35.089 


»(3) =s -1- 1.087 , 


j/(3) = 64 53 


37.087 


«,(4) = — 0.384 , 


y(4) = 342 17 


11.616 



86. 

Die auf der Station (3) = Inselsberg beobachteten Richtungen sind 
wie folgt bezeichnet worden, 

(1 ) . . Richtung nach der Station (5) 

(2) . . » » » »0) 

(3) . . » . » » (4) 

und die Beobachtungen gaben die folgenden Zahlenwerthe 

Station (3). 



r 


Vorl. Werthe 


Anzahl d. Beob. u. 


die Somrnen ders. 


(2) 
(3) 




44 


s 


9 


5 


179« 43' 9' 
243 45 35 
268 36 50 

S 

MI 


9''40 
1.70 


4"50 
2.90 


roo 

1.18 
2.18 


2"10 
3.39 
6.19 


11.10 


7.40 


10.68 
3.560 


5.550 


3.700 


1.090 





Nr. 


pl 


pj' 


pf 


p 

14 
5 
9 
5 


p 


f^.P 




1 
2 
3 

4 


-l-3''850 
-1-0.800 

-1.460 


— 3''850 

—0.090 
—0.170 


— 0"800 
-1-0.090 
-1-1.630 


28 
10 
18 
15 
71 


7.0 
2.5 
4.5 
1.6667 


0, 


etc. 
etc. 


-l-3''190 
24 


-4"110 
28 


-h0''920 
19 



Hiemit bekommt man 





9 


v' 


1»" 


l 


11.1667 


8.6667 
13.1667 


4.1667 
6.1667 
8.6667 



133] VON DER MbTHODE DKl KLEINSTEN QlIADRATE etC. 

^ =s 8.4199 , N' = 3.6818 , N" = 1.7219 
(1,1) s 18.6893 

(2.2.1) = 27.6600 

(3.3.2) = 13.2982 , (U) = 3.340 , («,3) = 2.120 

to(1) « + 0"171 , y(1) = 179« 43' 9"171 
w(2) = — 0.149 , y(2) == 243 45 34.851 
ii;(3) SS + 0.069 , y(3) s 268 36 50.069 
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87. 

Die auf der Station (4) <= Wachsenburg beobachteten Richtungen 
sind wie folgt bezeichnet worden. 

(1) .. Richtung nach der Station (3) 

(2).. » » » » (1) 

(3) .. » » . . (2) 

und die Beobachtungen gaben die folgenden Zahlenwerthe, 







Station (4). 






r 


Vorl. Werthe 


Anzahl d. Beob. u. d. Snmmeo den. 






• 


s 


7 


4 


0) 

(2) 
(3) 


88*37' 44" 
128 58 
170 26 40 

S 
M 


6"85 
0.00 


2''50 
1.80 


0.00 
21.02 


roo 

1.90 
O.ÜO 


5.85 


4.30 


21.02 


3.50 


2.925 


2.150 


10.510 


1.167 





Nr. ■ 


P< 


pV 


pv 


p 


p 


p»:P 




1 

2 
3. 
4 


+2'925 
+0.35 

+0.433 


—2*925 

—10,51 
+0.733 


— 0"35 
+10.51 
—1.166 


9 
5 

7 
1 


18 

10 

14 

3 


4.6 
2.5 
3.5 
0.3333 


0. 


etc. 
etc. 


+3.708 
16 


— 12"702 
17 


+8"994 
13 


45 
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V 


p' 


ff' 


f. 

p 

n 

P 


7.3333 


4.8333 
8.3333 


^.8333 
3.8333 
6.3333 



N = 1.8901 , N' = 2.5572 . N" = 1.4991 

(1,1) = 11.2393 

(2.2.1) = 15.2061 

(3.3.2) = 8.9139. (//) = 35.594. (//,3) = 14.686 
»(1) = + 0"3.30, y(i) s 88«37'44"33a 
ie(2) = — 0.835 , y(2) = 138 57 59.165 

tc(3) = + 1.009, y(3) = 170 26 41.009 



88. 

Die auf der Station (5) =: Hörselsberg beobacbtelen Richtungen 
sind wie folgt bezeichnet worden, 

(1 ) . . Richtung nach der Station (2) 
(2).. » . » » (1) 

(3) .. » » . » » (.3) 

und die Beobachtungen gaben die folgenden Zahlenwertbe. 

Station (5). 



r 


Vorl. Werthe 


1 Anzahl d. Beob. u. d. Sammen ders. 






9 

1 8*00 
1 0^.00 


s 


H 


(2) 
(3) 


252» 59' 37" 

276 32 47 

359 40 37 

S 

M 


2"50 
0.65 


O'OO 
31.15 


8.00 


3.15 


31.15 


4.00 


1.575 


15,575 





Nr. 


vi 


pi' 


jrf" 


V 


p 


p'.F 




1 

2 
3 


+4 "00 
+0.925 


— 4''00 
—15.575 


— 0"925 
+ 15.575 


9 

5 

11 


18 
10 

22 


4.ä 
2.5 
6.5 


(ir) 


etc. 
etc. 


+4.925 
14 


—19.575 
20 


+ 14.650 
16 


50 
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r. 


P 


p* 


p" 


7.0 


4.5 
10.0 


2.5 
5.5 
8.0 



N = 1 .4302 , N' = 3.1 464 , iV" = 1 .7480 

(1,1)= 9.0155 

(2.2.1) = 19.9000 

(3.3.2) = 11.0556 , (//) = 48.002 , (tt,3) = 6.652 

w{\) = + 0"544 , j/(l) =s 252«59'37"544 

ip(2) = - 0.984 , y(2) = 276 32 46.016 

u,(3) = + 1.325 , y(3) = 339 40 38.325 



89. 

Stellen wir nun die oben erhaltenen Resultate der Ausgleichungen 
auf den Stationen zusammen, und fügen die Hulfegrössen hinzu, die im 
zweiten Theile der Auflösung unserer Aufgabe gebraucht worden. 

Station Seeberg at(1) 
y(1)i = 63» 40' 9"272 
y(2)i = 96 29 52.821 

if{3)t = 308 51 36.755 

y(4)i = 215 58 16.138 

y{a)i = 106 5 28.889 

y(6)i = 269 57 21.970 

(1,1 )t = (1.10266), (4,4,3), 
(2,2,1). = (1.27875), 
(3,3,2), = (1.34570) , 

^'i- , y", =+(8.95538) 

/fi— (9.40550), y", =+(9.52562). «T",- +(9.67011) 
/fi— (9.31217), /, =+(9.80472). «ri=+(9.86583), 6'',=+(9.69573) 

Statioh Warte = (2) 
y(1), = 27*55' 6"787 
y(2)2 = 45 16 35.089 
y(3)j = 64 53 37.087 
y(4)2 = 342 17 11.616 



(1.10219) 

(a,o,4), = (1.50417) 
(6,fe,5)i = (1.20268) 
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(i,1)j z= (1.38917), (3,3,2)2 = (1.20993) 

(2.2,1)2 r= (0.80918) , (4,4,3)2 - (1.40472) 

ß^" rs — (9.42690) , ri' = + (9.30129) 

Station laselsberg = (3) 

y(1)j = 179» 43' 91 71 

j/(2)3 = 2i3 45 34.851 

y(3)s = 268 36 50.069 

(1,1), = (1.27159) 
(2.2.1)3 = (1.44185) 
(3,3.2)3 = (1.12378) 
Station Wachsenbarg =: (4) 
y(1)4 = 88*37' 44"330 
y(2)4 = 128 57 59.165 
y(3)4 = 170 26 41.009 
(1.1)4 = (1.05073) 
(2,2.1)4 « (1.18201) 
(3,3,2)4 = (0.95006) • 
Station HOrselsberg a= (5) 
y{i), = 252''59'37"544 
y(2)5 = 276 32 46.016 
y(3), = 359 40 38.325 

(1,1)5 = (0.95641) 

(2,2,1)5 = (1.29889) 

(3,3,2)5 = (1.04356) 
Zar Berechnung des mittleren Fehlers wird ausserdem noch die Summe 
der («,n) gebraucht , die ich hier mit Wq bezeichnen will. In unserm 
Beispiel haben wir oben erhalten. 



(«.6)i 


^ 


132.861 


(«.4)2 


rs 


13.713 


(«.3)3 


s 


2.120 


(«.3). 


s 


14.686 


(«.3)5 


^ 


6.652 


Wo 


170.032 



Hiemit ist der erste Tbeil der Auflösung unserer Aufgabe vollständig 
beendigt. 



\ 
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Mit dem Vorbergebenden ist zwar unser Beispiel in Bezog auf den 
ersten Tbeil der Auflösung unserer Aufgabe vollständig ausgefubrt, da 
aucb die Berechnung der mit ihren Gewichten multiplicirten Summe der 
der Quadrate der übrigbleibenden Fehler hinzugefügt worden ist. Ehe 
ich aber zum zweiten Theil der Auflösung tibergehe will ich noch zeigen, 
wie'man die im Art. 65 eingeftlhrten , und mit u, u, etc. bezeichneten 
Grössen berechnen kann. Im Allgemeinen braucht man die Werthe die- 
ser nicht zu kennen , allein es können Fälle eintreten , wo man sie ken- 
nen zu lernen wünscht, z. B. wenn man die von der Ausgleichung auf 
den Stationen herrührenden Theile der Summen der Fehlerquadrate, 
nicht nur durch das im Vorhergehenden dafür gegebene Verfahren, son- 
dern auch direct berechnen will. Zur Bezeichnung der u werde ich jetzt 
u{m)^ wählen, wo m die laufende Summe der Gruppe von Gyris, und 9 
wieder die Stationsnummer bezeichnet. Nehmen wir nun wie früher an, 

dass 

p SS p ssz p" SS etc. 

P. = p! = P" = etc. 
elc. 

so geben die Gleichungen (65) zur Berechnung der u{m), den folgenden 
allgemeinen Ausdruck 

wo w{r)g wieder die Verbesserung der Richtungen auf den Stationen be- 
zeichnet, und unter dem Summenzeichen nur die in der betr. Gruppe 
von Gyris vorhandenen Richtungen aufgenommen werden dürfen, z. B. 

u{i), = - i{w{a), + w{b),) = -h 0"571 

u{9), = — i{w{a), + !£;(4)i) = + 0.021 

fi(l4)i = _ ^{w{3)i + tt;(4)i + tt;(a)i) = -h 0.406 

u(21)i = — i{w{i)i + tt;(2)i -I- ii;(4)i -h w{a)i) = -I- 0.220 

u(1)2 = - i{wH)2 -h u;(2)2) = -h 0.062 

tt(4)2 = — i{w{3)2 + w{i)2) = — 0.352 

11(8)2 = — i(u;(1)2 + w{^)2 + w(3)2 -h w;(4)2) = — 0.U5 

ti(1)3 = - i{w{\)^ + w{i,),) = - 0.011 

w(4)3 = — i(tr(1)3 + w{2)s + fv{3)^) = — 0.030 

u. 8. w. Wenn die oben unter den Gewichten p angenommenen Rela- 
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tionen nicht stattfinden , so erkennt man aus den Ausdrücken (65) leicht 
wie verfahren werden muss. 



91. 

Die Abänderungen , die der zweite Theil der Auflösung der allge- 
meinen Aufgabe in der Anwendung auf die Geodäsie erfährt, sind von 
der BeschaSenheit , dass sie am Einfachsten durch ein Beispiel eingese- 
hen werden; es soll daher das im Vorhergehenden angefangene Bei- 
spiel sogleich fortgesetzt, und die anzuwendenden Ausdrucke sollen an 
den betreffenden Stellen erläutert werden. 

Vor Allem sind nun die Bedingungsgleichungen , die das Dreiecks- 
netz liefert, aufzusuchen und aufzustellen, und dazu ist eine Figur des- 
selben sehr dienlich, die jedoch auf keine sonderliche Genauigkeit in 
Betreff ihrer Verhältnisse Anspruch zu machen braucht. Es ist ausrei- 
chend, wenn sie alle Dreiecke ihrer ohngeftibren Lage nach i so wie die 
Angaben aller beobachteten Richtungen oder Winkel enthält. Fttr unser 
Beispiel ist die folgende Figur eine solche. 

Wkrte* mfM} 



Birj¥ 




Jruhj.mfSi 



WtLfluly.m 



Um die Zahl der vorhandenen Bedingungsglefchungen zu erhalten 
muss man das Dreiecksnetz als ein Polygon von eben so vielen Seiten 
betrachten , als Dreieckspunkte vorhanden sind , und von dem Grund- 
satz ausgehen , dass ein Polygon von n Seiten völlig bestimmt ist, wenn 
man in demselben ausser Einer Seite 2(n— 2) von einander unabhängige 
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Winkel kennt Sei nun die Ansabl aller beobacbteten Rioktttogen m, die 
vor AUem so beschaffen sein müssen , dass das Dreiecksnelz in keinem, 
seiner Pankte unbestiniiBl wird, und darunter q tbeils willkttbrUcbe Rieh-' 
tungen, tbeils solche, die nicht nach Dreieckspunkten hinzielen, dann 
wird die Anzahl der vorhandenen Bedingungsgleichungen 

=s w— 9 — 2(»--2) 

In unserm Beispiel ist m = 19, und da auf jeder Station Eine 
Richtung willktthrlich ist , und ausserdem die zwei Richtungen (a)i und 
(6)1 vorkommen, die nach keinem Dreieckspunkle hiazieleir, so ist 9 ss 7, 
ferner ist hier » = 5, und fo^licb »nd 6 von ekiamder aaabhangiger 
Bedingung^^eichungen vorhanden. 

Die Bedingungsgleichungen , die ein Dreiecksnetz daiirietet, zei^ 
fallen in zwei Gattungen, erstens in die, welche die Summe» der Winkel 
der Drei* oder Sfehrecke geben, und d$e man die Winkel gleich aU'- 
gen nennt, und zweitens in die, welefae die Proportionalitöl der Sinusse 
der Winkel und der gegenüber liegenden Seiten darbietet, nachdem dar- 
aus die Seiten eliminirt worden sind; diese nennt man die Seitenglei- 
chungen. Man hat bei der Aufstellung derselben darauf zu sehen, dass 
keine in den übrigen enthalten sei, und dieses ist leicht zu erreichen, wenn 
man das Dreiecksnetz nach und nach aus einem einzigen seiner Dreiecke 
zusammen setzt. Das Dreieck, welches man hiebei als Grundlage wählt, 
kann man aus allen vorhandenen beliebig auswählen. Dieses Dreieck 
kann höchstens Eine Winkelgleichung geben. Knüpft man nun erst einen 
vierten Punkt daran, und findet in den vorhandenen Beobachtungen, 
dass zur Bestimmung desselben k Winkel nach d)Bmselben, und l Winkel 
von demselben beobachtet worden sind, so bietet er k+l — 2 Bedin- 
gungsgleichungen dar, unter wefchen sich höchstens l Winkelgleichungen 
befinden« während die übrigen fc — 2 Seitengleichungen sind. Es kann 
sich jedoch auch ereignen , dass die Anzahl der Winkelgleichungen klei- 
ner wie ty md die Zahl der Seitengleichungen dem entsprecheftd grös- 
ser wie fc— 2 wird. Die Anknüpfung eines fünften, sechste», «. s. w* 
Punktes wird eben so behandelt, bis da» ganze Dreiecksnetz erschöpft 
ist. Die oben angegebene Anzahl aller Bedingungsgleichungen, die man 
auch auf beliebige Tbeile des Netzes anwenden kann, gewS^t eine Coa- 
trole daftlr, dass man nicht zu viele oder zu wenige Bedaingungsgleichun- 
gen angesetzt hat. 
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Wenden wir diese Satze auf die obige Figur an , indem wir vom 
Dreiecke (1), (3), (4) ausgehen. Da in diesem alle drei Winkel beobach- 
tet worden sind , so giebt es die einzig mögliche Bedingungsgleichong 

(1)i - (3)i + (3)3 - (2)3 -h (2)4 - (1)4 - 180« 0' 0"634 = 
indem 0"634 der sphärische Excess dieses Dreiecks ist. Knüpfen wir 
hieran den Dreieckspunkt (5), so zeigt die Figur, dass nach demselben 
2, und von demselben 1 Winkel beobachtet worden sind. Dieser Punkt 
giebt daher nur Eine Winkelgleichung, nemlich 

(2)i - (1)i + (2)3 - (1)3 + (3)5 - (2)5 - 180« 0' 0"528 = 
Wird hierauf der Dreieckspunkt (2) angeknüpft, so zeigt die Figur, dass 
nach demselben 3 , und von demselben 3 Winkel beobachtet worden 
sind. Hierauf giebt die Figur ferner zu erkennen, dass statt der 3 Win- 
kelgleichungen, und der einen Seitengleichung, die vermöge der allge- 
meinen Regel vorhanden sein sollten, in der That 2 Winkel- und 2 Sei- 
tengleichungen vorhanden sind. Diese sind 

(4), - (2)t H- (3)2 - (1)2 + (2)5 - (1)5 - 180« 0' 0"510 = 
(3)i - (4)i + (1)2 - (4)2 + (3)4 - (2)4 - 180 0.420 = 
log . sin [(2)i - (1)i] sin [(2)2 - (1)2] sin [(3)5 - (1)5] 

- log . sin [(4)i - (1),] sin [(3)2 - (2)2] sin [(8)5 - (2)5] = 
log . sin [(1)i - (3)i] sin [(2)2 - (1)2] sin [(3)4 - (1)4] 

- log . sin [(4)i - (1)i] sin [(2)2 - (4)2] sin [(2)4 - (1)*] = 
Diese beiden Seitengleichungen entstehen aus den Dreiecken (1)(2)(3), 
(2)(3)(5). (1)(3)(5). und (1)(2)(3), (2)(3)(4), (1)(3)(4), und ich habe sie so- 
gleich in logarithmischer Form angesetzt, weil sie in dieser am Einfach- 
sten behandelt werden können. Mit den vorstehenden Gleichungen ist 
die Zahl 6 erfüllt, die vorher bestimmt wurde. 

92. 

Dem Vorhergehenden zufolge muss nun zuerst jede Bedingungs- 
gleichung auf die Form 

= F -h 2Mr)s . *(r), 
gebracht werden, wenn d{r\ irgend welche Aenderungen der Richtun- 
gen, und F so wie q{r), bestimmte numerische Grössen bezeichnen; letz- 
tere sind identisch mit den im Art. 31 u. f. q, q\ etc. r, r , etc. etc. be- 
nannten Coefficienten, und die Fsind im Art. 51 erklärt. Wir bekom- 
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men demzufolge die vorstehende Form darch die Substitution des all- 
gemeinen Ausdrucks 

y(r). + d{r\ 

für die Richtungen, die im vor. Art. schlechtweg mit (r), bezeichnet 
worden sind, und dabei nur die ersten Potenzen der d{r)^ berücksich- 
tigen. Die Substitution der im Art. 89 zusammen gestellten Werthe der 
y{r)g in die strengen Ausdrücke der Bedingungsgleichungen des vor. 
Art. giebl die Werthe der F, wobei in grösseren Dreiecken erforderlich 
werden kann , noch folgende Reductionen anzubringen : die Berücksich- 
tigung der Unterschiede zwischen den astronomischen und dem geodä- 
tischen Azimuthen , und die des sphUroidischen Ueberschusses in Bezug 
auf die Kugel ^). Man hat früher vorgeschrieben in den Seitengleichun- 
gen von jedem Winkel den dritten Theil des sphärischen Ueberschusses 
abzuziehen, allein dieses ist überflüssig, da sie sowohl für die Kugel wie 
für die Ebene gelten. 

Die Goefficienten q{r)^ bekommt man durch die Differentiation der 
Bedingungsgleichungen, und in den Winkelgleichungen haben sie immer 
theils die Werthe + 1 , theils — 1 . Dieselben Goefficienten der Seiten- 
gleichungen kann man auf zwei verschiedene Arten berechnen. Sie sind 
einestheils die Differenz des betr. log sin fUr Eine Secunde des Bogens, 
und anderentheils sind sie der Gotangente des Winkels, mit einer Gon- 
stante multiplicirl gleich. Damit in den F die siebente Stelle des Briggi- 
schen Logarithmus, und in d{r\ die Secunde zur Einheit werden, müs- 
sen die Gotangenten der Winkel mit der Gonstante multiplicirt werden, 
deren log = 1.32335 ist. 

Es ist gänzlich einerlei, welches dieser beiden Ver- 
fahren man zur Berechnung dieser Goefficienten anwen- 
det, wenn man diese nur in einer hinreichenden Anzahl 
von Stellen richtig berechnet. 

Gleichwie im Vorhergehenden die Richtungen und die Stationen 
mit fortlaufenden arabischen Ziffern bezeichnet worden, eben so sollen 
von nun an die Bedingungsgleichungen , in der Reihenfolge in der man 
sie aufgestellt hat, mit fortlaufenden römischen Ziffern bezeichnet wer- 
den, und diese Bezeichnung sowohl wie jene soll« in allen Hülfsgrössen, 
die noch in Betracht kommen , statt der bei der Entwickelung des Ver- 
fahrens eingeführten, angewandt werden. 

*) S. GeodStische Uotersachungen. 
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Es Bind daher zonächst die Resultate der Substitution der Werthe 
der y(r), in die obigen Bedingungsgleichungen mit F(/), F(//), Iris F{VI) 
zu bezeichnen , und demselben Grundsatze folgend, wird den Differen- 
tialquotienten , die oben allgemein mit q{r\ benannt worden, für die 
erste Bedingungsgleichung die Bezeichnung q{rj\, für die zweite q{rjl\ 
u. s. w. gegeben werden. Die Substitution der y(r), gab 

F{I) = + i^OSe F{IV) = — g'TSS 

F{U) = +1.010 F{V) = —99.3 

F{III) = + 1.579 F(V/) = — 53.5 

und die beschriebene Differentiation gab zuerst die Ausdrücke 

^{^)i—ä{S)i+d{3)3—d{i)z+d{i),-d{\), für I 
(J(2)i-*(1)i+(y(2)3-(J(1)3+(J(3)5-(J(2)5 für // 
(J(4)i-d(2)i+(y(3)2-(J'(1)2+(J(2)5-c)^(1)5 für /// 
d{3),—d{i)i+d{i)2-d{^)2+d(3),—d{i), für IV 
+32.63W[(2)i-(1)i]+67.360d[(2)2-(1)2j- 6.310(y[(3)5-(1)5] 
+ 40.106(J[(4)i— (1)i]— 59.073(J[(3)2— (2)2]— 2.536d[(3)5— (2)5] für V 
- 9.733rf[(1)i-(3)i]+67.360(J[(2)2-(1)2]+ 3.028* [(3)4-(1)4] 
+40.106(J[(4)i— (1)i]-10.733(J[(2)2— (4)2]-24.794d[(^^^ für VI 

Zuerst ist hiebei zu bemerken, dass die Goefficienten der Seitengleichon- 
gen im Allgemeinen viel grösser sind wie die der Winkelgleichungen, 
und dieses wird immer der Fall sein. Obgleich dieser Umstand für die 
Erlangung des Endresultats durchaus von keiner Bedeutung ist, so tr&gt 
er doch dazu bei , um die Rechnungen etwas unbequem zu machen. 
Nun ist aber leicht durch das Vorhergehende sich davon zu überzeugen, 
dass man jede Bedingungsgleichung vor ihrer Anwendung mit einem 
beliebigen Factor mullipliciren darf, und diese Eigenschaft kann man 
dazu benutzen , um die GoefBcienten der Seitengleicbungen denen der 
Winkelgleichungen beiläufig gleich zu machen. 

Es sollen in Folge dieser Bemerkung die vorstehenden Ausdrücke 
für die beiden hier vorhandenen Seitengleichungen vor Allem mit der 
Zahl 50 dividirt werden, wodurch sie in die folgenden abergehen, 

4.0.65268(J[(2)i-(l)i]+ 1.3472 (J[(2)2-(1)2]-0.12620d[(3)6-(1)5] 
+0.8021 2rf[(4)i^(1)i]-1.18U6(r[(3)2-(2)2]-0.05072cJ[^^^^ ftr V 

-0.19466(>[(1)i-(3)i]+1.3472 (>[(2)2-(1)2]+0.06056d[(3)4-(1)4] 
+0.80212*[(4),-(1)i].0.21466(y[(2)2-(4)2]-0.4958«(>[(2),-(4)4] für VI 
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In Folge dessen müssen die vorstehenden Werthe von F( V) und F{VI) 
mit derselben Zahl dividirt werden, und die weiter unten aa zuwendenden 
Werthe derselben sind also nicht die vorstehenden, sondern die folgenden 

F(V) = —1.986 F{VI) = —i.OK) 



93. 

Fttr die Berechnung eines so kleinen Dreiecksnetzef; wie das un- 
sers Beispiels könnte man sich immerhin begnügen die in i vor. Art. er- 
haltenen Ausdrücke der CoefBcienten der Bedingungsgleichungen blos 
zu ordnen, allein bei grossen Netzen wird man auf diese Art leicht die 
Uebersicht vertieren können. Es ist daher stets angemessen diese Goef- 
ficienten , und nicht minder die folgenden Hülfsgrössen U ibularisch zu- 
sammen zu stellen, wodurch man bewirkt, dass die klare U« Bbersicht über 
d9S Ganze nie verloren gehen kann. Führen wir nun die iroi vor. Art. an- 
gekündigte neue Bezeichnung dieser Goefficienten ein , unc 1 setzen auch 
die Logarithmen statt der Zahlen an, so bekommen wir die folgende Tafel 
der Goefficienten der obigen Bedingungsgleichungen. 



r 


s 


U>fq{r,I), 


logjfr,//). 


log9{r,W), 


•og 9(r,/K). 


iogqir.y). 


log 9(r,F/), 


1 

2 
3 
4 


1 


0. 
0.n 


0.» 
0. 


0.» 
0, 


0. 

0.» 


0.16280» 
9.81470 

9.90424 


9.99860» 

9.28926 
9.90424 


1 
2 
3 
4 


2 


— 


— 


0.» 
0. 


0. 
0.» 


0.12943» 

0.40289 

0.07242» 


0.12943» 
0.05406 

9.33174 


1 
2 
3 


3 


0.» 
0. 


0.» 
0. 


— 


•*-" 


E 


z 


1 
2 
3 


4 


0.» 
0. 


z 


— 


O.n 
0. 


■** 


9.63885 

9.69538» 

8.78220 


1 

2 
3 


5 


"^ 


0.» 
0. 


0. 


._^_ 


9.10104 
8.70523 
9.24778» 
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94. 

Gleichwie die bisher berechneten Grössen, so können auch alle 
folgenden stationsweise aufgestellt und berechnet werden, und die Be- 
zeichnungen {tollen den vorher eingeführten analog eingerichtet werden. 
Wir haben eb en 

g(1/), , q{2J), , 9(3,/), , etc. statt q, q\ q\ etc. 
q[\JI), , q[2JI)s , 9(3,//). . etc. statt r , r, r\ etc. 
etc. etc. 

des Art. 31 geschrieben, und demgemäss werden wir auch 

1^(1 ,J'). , i?(2,/), , ^(3,/), , etc. statt ^, ti\ rl\ etc. 
1^(1 ,J7). , ^(2,//), , iy(3,//), , etc. statt «, x, %\ etc. 
etc. . etc. 

des Art. 40, s:o wie 

i{\J\ , A2,/). , A3,/)a , etc. statt [a^\ [ßri\ [yri). etc. 
i{\Jl\ , \[%ll\ , /-(S.//), . etc. statt {a%), (/Jx), (yx), etc. 
etc. etc. 

des Art. 40 s chreiben. 

Es sollei \ nun die Ausdrücke fUr unser Beispiel diesem entsprechend 
aus den allgemeinen Ausdrücken ausgeschrieben werden, wobei jedoch 
sogleich bemorkt wird, dass dieses nicht unumgänglich nothwendig ist. 
Weiter unten bei der Zusammenstellung aller anzuwendenden Formeln 
werden diese so aufgestellt werden, dass man sie auf die grösstmögliche 
Triangulation anwenden kann, ohne specielle Auszüge daraus zu machen. 
Mit Rttclksichtnahme auf die Grössen, von welchen bei der Erklä- 
rung der Aus gleichung auf den Stationen gezeigt wurde, dass sie in un- 
serm Verfahren immer Null werden, findet man aus den allgemeinen Aus- 
drücken leichit die folgenden, die sich speciell auf unser Beispiel beziehen. 

Station (1) 

,(1,/), = q{\J\ 
.;(2,/)t = q{%J\ 
rj{3J):, = g(3,/)t 
,(4,/):i = ß"\ . g(2,/)i + r\ . 9(3,/)i + q{U)i 

nWi = f^ . ?(2./)i + r\ . ?(3./)i + ff'\ . 9(*./)t 

,(6,/)i = ß\ . 9(2,/) + /i . 5f(3,/)i + d\ , ?(4./)t 
indem in Bezuig auf die überzähligen Richtungen immer q{aj)u q{bj)u 
etc. Null sind. 
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Station (2) 

,(1./). = q{\,I)^ 

,(2,/)2 = </(2,/)2 

t]{S,I}, = g(3./)2 

,;(4./)2 = ß'\ . q{%I)2 + r'\ • g(3./)2 + q{ij)2 
Stationen (3), (4) und (5) 

,(1,/), = qHJl 

,(2.i), = q{2,I), 

,(3,/), = 9(3./), 

WO für 8 nach und nach 3, 4, 5 zu schreiben sind. 

Diese Ausdrücke sind speciell für die erste Bedingungsgleichung 
hingeschrieben , um sie auf die übrigen Bedingungsgleichungen auszu- 
dehnen ist weiter nichts nöthig wie in denselben statt der Zahl / sich 
nach und nach die Zahlen //, ///, etc. zu denken. Es ist kein q als Null 
angenommen worden , da aber die vorstehende Tafel zeigt , dass viele 
derselben Null sind, so fallen die betreflfenden Glieder der vorstehenden 
Ausdrücke von selbst weg. Die Anwendung derselben gab die folgenden 
Werthe. 



r 


t 


log vir.i). 


log ij(r,//). 


log vir.lll). 


log r,(r,IV), 


log »»(r.F), 


Iog.j(r,r/), 


1 
2 
3 
4 

a 
b 


1 


0. 

0. n 
8.95533n 
9.52562n 
9.80472n 


0. n 
0. 

9.40550n 
9.31217« 


0. n 

0. 

9.85868 
9.97287 


0. 

9.95893n 
9.12192n 
8.98394» 


0.16280n 
9.81470 

9.90424 
9.32064 
9.65802 


9.99860n 

9.28926 
9.91364 
9.64402 
9.85315 


1 
2 
3 
4 


2 


— 


— 


0. n 

0. 
9.30129 


0. 

0. « 


0.12943« 
0.40289 
0.07242« 
9.96009« 


0.12943« 
0.05406 

8.94ig3n 


1 

2 
3 


3 


0. « 
0. 


0. n 
0. 


z 


- 


— 


"^ 


1 

2 
3 


4 


0. » 
0. 


^^ 


l 


0. n 
0. 


— 


9.63885 

9.69538n 

8.78220 


1 
2 
3 


5 


^^^ 


0. H 

0. 


0. n 
0. 





9.10106 

8.70:i23 
9.24778« 
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Aus dem Ai-t. 40 erhalten wir femer für unser Beispiel die folgen- 
den Ausdrücke, 

Station (1) 

f[^,[\ = o(2,/)i +/?."'.(?(4,/)i-i-/?r.(?(fl,/)i+/Si".(?(fc,/). 

/(3,/), = Ö(3,/).-l-yi"'.(}(4 J)i -t.y,\Q{a,I)r-t.y,'. Q{b,I), 

/(4,/)i = Qii,/),+d,'\Q{a,I),+d:. Q{bJ\ 

f[aj)v = 0(a,/).+f/.0(fc,/)i 

f[bjy = 0(6,/), 

Station (2) 

/(1./)2=0(1,/)2 

/t2,/)2= 0(2,7)2 + /Ja'". 0(4,7)2 

/(3,7)2= 0(3,7)2 + y2"'- 0(4,7), 

/i;4,7)j = 0(4,7)2 

Stationen (3), (4), (5) 

/(1,7), = 0(1,7), 
«2,7), = 0(2.7), 
/(3,7), = 0(3,7), 

in welchen zur Abkürzung allgemein 

0(<A-fiif'. 0(2.7). = llf; , 0(3,7). = 1^^ , etc. 

gesetzt worden ist. Die oben in Bezug auf die verschiedenen Bedin- 
gungsgleichungen aufgestellten Bemerkungen haben hier auch volle Gel- 
tung. Für unser Beispiel sind die Resultate der vorstehenden Ausdrücke 
in den folgenden Tafeln zusammen gestellt. Die Divisoren (1,1)^, (2,2.1)^, 
(3,3,2)^, etc. findet man im Art 89. 
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r 


S 


log Q{r,I), 


log Q[r,ll). 


log Q[r,IlI), 


log Qir.lV), 


log Qr,V), 


log(?(r,r/). 


1 

2 
3 
4 

a 
b 


1 


8.89734 

8.65430« 
7.85314» 
8.02145« 
8.60204« 


8.89734« 
8.72125 

7.90133« 
8.10949« 


8.72125» 

8.89781 
8.35451 
8.77019 


8.65430 
8.85674« 
7.61775« 
7.78126« 


9.06014« 
8.53595 

8.80205 
7.81647 
8.45534 


8.89594« 

7.94356 
8.81145 
8.13985 
8.65047 


1 
2 
3 
4 

1 
2 
3 


2 


— 


— 


8.61083« 

8.79007 
7.89657 


8.61083 
8.59528« 


8.74026« 
9.59371 
8.86249« 
8.55537« 


8.74026« 
9.24488 

7.53981» 


8.55815« 
8.87622 


8.72841« 
8.55815 








— 


1 

2 
3 

1 

2 
3 


4 

5 


8.94927« 
8.81799 


— 




8.81799« 
9.04994« 


— 


8.58812 

8.51337« 

7.83214 


— 


8.70111« 
8.95644 


9.04351« 
8.701 1 1 


z 


8.14465 
7.40634 
8.20422« 


— 



r 


« 


log f{r,I), 


log/^r,//). 


log f{r,m). 


log fir.lY), 


log Ar, F), 


log /tr.F/), 


1 

2 
3 
4 

a 
b 


1 


8.89734 

8.03664 

8.87386« 

8.61715« 

8.48224» 

8.60204« 


8.89734« 

8.75814 

8.03663« 

8.11976« 

8.15695» 

8.10949« 


8.84805« 

8.71846 

9.12342 

8.71481 

8.77019 


7.36078 

8.52349 

8.89364» 

7.85408» 

7.78126» 


9.06014« 

8.42862 

8.41694 

8.94156 

8.31624 

8.45534 


8.89594» 

8.10332« 

8.67923 

9.01732 

8.55619 

8,65047 


1 
2 
3 
4 


2 


— 


— 


8.61083« 
7.32347« 

8.801 or 

7.89657 


8.61083 
8.02218 
7.89657« 
8.59528« 


8.74026« 
9.60421 
8.90335» 
8.55537« 


8.74026« 
9.24717 
6.84110« 
7.53981« 


1 

2 
3 


3 


8.55815« 
8.87622 


8.72841» 
8.5581 S 


— 




^ 


— 


1 

2 
3 


4 


8.94927» 
8.81799 




— 


8.81799« 
9.04994 


— 


8.58812 
8.51 337» 
7.83214 


1 
2 
3 


5 




8.70111« 
8.95644 


9.04359» 
8.70111 




8.14465 
7.40634 
8.20422« 
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95. 

Eb sind nun die Endgleichungen zn bilden und aufzulösen , deren 
allgemeine Ausdrücke man in den Artt. 36 und 46 findet. Die Coeffi- 
cienten dieser die a. a. 0. mit (^^), {rjx), etc. bezeichnet wurden , sollen 
von nun an, den übrigen Bezeichnungen analog, mit (/,/), (/,//), etc., 
und die Unbekannten derselben, die oben a , /?,, etc. genannt wurden, 
mit (/), (//}, etc. bezeichnet werden. Die eben angezogenen Ausdrücke 
bieten zwei verschiedene Arten dar, um die Goefficienten der Endglei- 
chungen zu berechnen , die, wenn sie beide angewandt werden , nicht 
nur diese CoefBcienten selbst , sondern auch die vorhergehenden Rech- 
nungen, mit Ausnahme der q, vollständig controliren. Jede dieser bei- 
den Arten zerfUllt überdiess in zwei Nebenarten. Durch die Ausdrücke 
des Art. bekommt man 

.0(2,//), -vi^J). +0(3,//), .»?(3,/), + 
.0(2,///),.i?(2,/), +0(3.///),.,(3,/), + 

etc. 
■Ö(2,//), .i?(2,//), +0(3,//), .jy(3,//), + 
Q{%lII),.tj{%U), -K?(3,fl/),.,(3,/7), + 



(/./)• - ^10(1./), M^>I)s 
{IM) - 2'{0(1.//), .riHJ), 

(/.///) - 2'{0(1 .///),. .?(1,/), 

etc. 
(//.//) - i'jO(i,//),.,(i.//). 
(//,///) - 2'|0(i.///),.,(<.//), 

etc. etc. 

(///,//i) - -i'|0(/,/i/),.,(1,i//),4.Q(2,i7i),.,(27//).+0(3,Z//^ 

etc. etc. 

etc. etc. 

Die erwähnte Nebenart ergiebt sich daraus , dass man in diesen Aus- 
drücken die Q und tj mit einander verwechseln darf. 

Die zweite Bercchnungsart, die sich aus den Ausdrücken des Art. 
35 ergiebt, führt auf die folgenden, 

(/,/) » :,'\f{\J), .9(-1./), +A2,/), .9(2./), +A3,/), .?(3,/). +. 

(/.//) - i'IA'A .?(1.//),+/-(i./). .?(2.//), +/(3,/), .#,//),+. 

(/.///) » ^'\f{i,I)s .g(l.///},+A2./), .g(2.///),+A3./), -9(3,///),+ . 
etc. etc. 

(//.!/) - i'IAI.//), .g:l.//),+A2,//),.?(2.//),+A3,i/), .9(3./0,+. 

(lUii) » :i'|A<.//), .9(i.///),+A2.//),.9(2,i//),+A3,i/), .9(3,/tf),+ . 

etc. etc. 

(///.///) - .i- iA» .///), 9(1 .///},+A2 ///), ?(2.///),+A3.///), . 9(3./W),+ . 

etc. etc. 

etc. etc. 
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Auch hier dürfen die f und q mit einander verwechselt werden. Wie 
man sieht werden diese Coefficienten auch stationsweise berechnet , nur 
werden die Resultate die jede Station für jeden Coefficienten giebt, 
schliesslich zu einander addirt, wie das Summenzeichen ^ anzeigt. Die 
Endgleichungen selbst nehmen nun die folgende Form an. 

(/,/)(/) + (/,//)(//) + (/,///)(///) +.... = F(/) 
(/,//)(/) + {IUI) {11) -h {Hill) Uli) +.... = F{II) 
{IIII){I) + (//,///)(//) + {IIIIII){IU) + .... = F{III) 



etc. 



etc. 



bis alle Bedingungsgleichungen erschöpft sind. Für unser Beispiel er- 
gaben sich die folgenden Werthe dieser Coefficienten, 



• 


(••,/) 


' a.ii] 


(••,///) 


iur) 


{i,V) 


{i,ri) 


/ 


0.41983 


—0.10422 


—0.05229 


—0.09915 


—0.1 4097 


—0.19782 


11 




0.36661 


-0.12072 


+0.00229 


+0.12313 


+0.06601 


in 






0.46820 


-0.12927 


+0.02411 


+0.17105 


IV 








0.36981 


—0.08036 


—0.06841 


V 










1.44452 


+0.71132 


VI 




• 






0.478084 



Die Auflösung der Endgleichungen geschieht durch die Ausdrücke, 
die in den Artt. 46 und 49 aufgestellt worden sind, nur ist in Bezug auf 
die Bezeichnung zu bemerken, dass man 

(//,//,1) , (//,///,1), etc. (///,///,2). etc. etc. statt 

(xx,1), (xA,i), etc. (AÄ,2) , etc. etc. 

ferner 

F(//,1), F(///,2), etc. statt G\ H\ etc. 

so wie 

(2)i , (3)i , (4)i , etc. (3)2 , (4)2 , etc. etc. statt 
a' , b' , c' , etc. b" , c" , etc. etc. 

schreiben muss, da man diese Bezeichnung unbeschriinkt fortsetzen 
kann, während die Anwendung von Buchstaben durch die Ausdehnung 
des Alphabets beschränkt ist. 

Für unser Beispiel ergaben sich die folgenden Werthe, die auch 
weiter unten bei der Berechnung der Gewichte Anwendung finden. 
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(2), -+(9.39488), (3)i-+(9.09535), (4)»- +(9.37322). (5)i« +(9.52606) 
(3)2- +(9.59371), (4)2= +(8.8 1627), (5)2— (9.41270) 
(4),= +(9.56522) , (5)»— (9.002* 9) 
(5)4-+(9.50551) 
(6)1 =: +(9.67320) 
(6)2 = —(8.69547) 
(6)s = —(9.57284) 
(6)4 = +(9.29988) 
(6)5 = —(9.65565), B. = 42.604 

(/,/) = (9.62307) , {IVJV,S) = (9.46190) 

(//.//,i) = (9.53242) , (r,y,4) = (0.12728) 
{111,1112) = (9.61197) , (F/,F/,5) = (8.61013) 

und die Unbekannten 

(/) = +(0.41932) 

(//) = +(0.81322) 

(///) = +(0.81 482) 

{IV) = —(0.75236) 

(V) = +(0.23697) 

{VI) = —(0.88997) 

Da die vollständige Summe der mit ihren Gewichten maltiplicirten 
Fehlerquadrate 

W= Wo + Rq 

zum Ausdruck hat , wenn hier q die Anzahl der Bedingungsgleichungen 
bezeichnet, so ergiebt sich 

W =s 212,636 

indem der Werth von Wo schon im Art. 89 gegeben ist. 

96. 

Nennen wir nun den wahrscheinlichsten Werth einer Richtung 
x(r), , und setzen dem Vorhergehenden analog 

<r)s = y{r), - <r), 
so erhalt man die Werlhe der z{r)^ durch den folgenden allgemeinen 
Ausdruck 

<r), « f{rj), . (/) + f{rjl), . (//) + f{r,IU), . {HI) + . . . . 
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die den letzten des Art. 49 entspricht. Die Substitution der für unser 
Beispiel im Vorhergehenden erhaltenen numerischen Werlhe giebt 
z{\)i = +0"107, z(1)2 =: — O'ies, z(1)3 = — 0*348 
z(2)i = +0.073 . 2(2)2 = —0.751 , 2(2)3 = +0.140 
2(3)1 = —0.440 , 2(3)2 = +0.325 , 2(3)3 = +0.1 98 
a(4), s= +0.459 . 2(4)2 = +0.239 
z{a)i = —0.038 
2(6), = —0.068 

«(1), = — 0'534 , 2(1)5 = — 0"698 
2(2)4 — +0.798 , 2(2)6 = +0.006 
2(3)4 — —0.687 . 2(3)5 = +0.561 

und durch Zuziehung der im Art. 89 gegebenen Werthe der j/(f),, 

«(1),= 63« 40' g'IOÖ, a;(1)2 = 27» 55' 6"952 

x{2)i = 96 29 52.748 , a;(2)2 = 45 16 35.840 

a:(3), = 308 51 37.195 , 35(8)2 = 64 63 36.762 

a;(4)i = 215 58 15.679 , 35(4)2 = 342 17 11.377 
x{a)i = 106 5 28.927 
'x{b)i = 219 57 22.038 

a;(1)3 = 179*43' 9"519 , x{i)i = 88<>37'44"864 
a;(2)3 =s 243 45 34.711 , «(2)4 = 128 57 58.367 
a;(3)3 = 268 36 49.871 , a:(3)4 = 170 26 41.696 

a;(1)5 = 262» 59' 38'242 

a;(2)5 = 276 32 46.010 

a;(3)8 = 359 40 37.764 

97. 

Die Ermittelung der Gewichte einer Anzahl der Winkel und Seiten 
eines Dreiecksnetzes ist von grosser Wichtigkeit, weil sich durch die nu- 
merische Grösse dieser mit Sicherheit auf zweckmässige Anlage des 
Netzes schliessen ISsst. Es soll daher die Anwendung der, auf die im 
Vorhergehenden allgemein mit Jl bezeichneten Function , bezüglichen 
Aasdrücke durch eine Anzahl von Beispielen erläutert werden. 

Zuerst soll der Winkel (3)(1)(5) der Figur des Art. 91 nebst dem 
Gewicht dieser Bestimmung berechnet werden. Da 

(3)(1X5) = 1(2), - *()), 



J 
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ist, und man den wahrscheinlichsten Werth irgend einer Function be- 
kommt, wenn man die wahrscheinlichsten Werthe der Elemente, aus 
welchen sie besteht, darin substituirt .. so bekommt man in diesem Falle 
sogleich den wahrscheinlichsten Werth dieses Winkels 

(3)(1)(5) = 32» 49' 43"583 

Zur Berechnung des Gewichts dieser Bestimmung wird mit Weglassung 
des Constanten Gliedes, worauf es hier nicht ankommt, die allgemeine 

Function 

Sl = da;(2)i - ix{\\ 

wenn das den Grössen vorgesetzte 8 beliebige Aenderungen derselben 
bezeichnet. Wenn nun die im Art. 31 u. f. mit fe, M, etc. bezeichneten 
Coefficienten des Ausdrucks von Sl mit den Richtungs- und den Sta- 
tionsnummern, statt der Striche versehen werden, so ergeben sich 
fe(1), = -1 , fc(2)i = +1 

und alle übrigen fe sind Null. Zufolge der Gleichungen (46) werden 
ferner, wenn man die ilf auf ähnliche Art bezeichnet, 

(M.i)i = k[\\ = -1 

(J|f,2)i = Ä(2), = +1 

(M,3)i = 

(M,4)i = 

(if,a)i = /?'U(2) = —(9.40550) 

(Af,6)i = /J^fc(2) = -(9.31217) 

Setzt man hierauf zur Abkürzung 

0(Af.1). = i^, 0(Jf,2). = l^.etc. 

so giebt die Gleichung (47), wenn wir sie für unser Beispiel vollständig 
ausschreiben, 

Ä = 0(M,1)i . (M,1)i + (}(M,2)i . (if,2)i 

+ Ö(Af,a)i . (if,a)i + 0(M,6)i . (M,fe)i 

Durch Hülfe der vorstehenden Werthe und der aus dem Art. 89 zu ent- 
nehmenden Werthe der Divisoren (1,1)i, (2,2, 1)i, etc. fand sich 

R = 0.13625 

Die Ausdrücke (48) werden nun für unser Beispiel, wenn viir wie- 
der die Bezeichnungen den im Vorhergehenden eingeführten analog 
einrichten , und wieder die Glieder weglassen , die im gegenwärtigen 
Falle Null sind, 
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iI,M) = Q{M,i\.^(i,I\ +QiM.a\.f]{a,I\ + Q{M,b\ . Ti{b,I\ 
{UM) = QiM,\),.fjHJJ), + Q{M,%.n{%U), + Q[M,a\.ri[a,U\ 

+ Q{M,b), . riihJI), 
{IHM) = Q{M,i),. v{%ni),+ 0(Af.a)i . fi{aJII), + 0(Af,6), . ^(6.///)i 
{IV,M) = Q{M,a),. rj{a,IV), + Q{M,b), . ,(fc,/V), 
(F,M-) = Q{M,i),.f]{i,V), +0(M,2)i.,(2,F), + 0(Jlf.a)t . i?(a.F), 

+ 0(Af,6)i.,(6,F), 
(F/,lf) = Q{M,'i),.ri{i,VI), + Q{M,a),.ri{a,VI), + Q{M,b),. fi{b,VI), 

Die Ausdrücke (49) werden in die hier eingeführte Bezeichnung über- 
setzt, 

{IIM,\) = {HM) + (/,M)(2), 
(///,Af,1) = {///,M) + (/,itf)(3), 
.(/F.ilf.1) = (/V,3f) H- (/,J»f)(4)i 
etc. etc. 



(///,itf,2) = (///,Af,1) + (//,i»f,1)(3)2 
(/y,M,2) = (/V,Äf,1) + (//,Af,1)(4)2 
etc. etc. 



(/y,M,3) = (/V,iJf.2) + (///.Af,2)(4)3 
etc. 



etc. 



Der Ausdruck (50) wird hierauf 

'^ — (1,1) "^ (//,//,<) "^ (7//,///.s) 

(7r,Jf,8)» (K.JI/,*)' . (W.«,8)» 

"^ {/K,/V,8) "^ (K,V,*) "*■ {VI,VI,6)~ 

und das gesuchte Gewicht 

jP = 



R-S 

Die Werthe der Coefäcienten (2), , (3)i , etc. etc., so wie die der Divi- 
soren sind aus dem Art. 95 zu entnehmen. Die Rechnung gab 

{I,M) = —0.06807 

{II,M) = +0.13625, (//.M,1) = -♦.0.H935 

{IHM) = —0.07048, (///.M,2) = -0.03216 

{IV,M) = +0.00230 , (/F,lf,3) = —0.01778 

{Y,M) = +0.14168, {V,M,i) — +0.08552 

(y/,Jf) = +0.06601 , (V/,if,5) =s -0.00222 
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S = 0.06197 
und aus diesen Werthen von R und S folgt 

P = 13.46 
welches das gesuchte Gewicht ist. 

98. 

Als zweites Beispiel soll der Winkel (fc)(1)(«) der Figur nebst dessen 
Gewicht berechnet werden. Der wahrscheinlichste Werth desselben 
wird sogleich nach Art. 96 

(6)(1)(a) = 163«51'53"1H 
und für das Gewicht wird zunächst 

Jl SS dx{b) — dx{a) 
folglich 







fc(a) = -1 


. m = 


+1 




{M,a), = k{a) 


^ ■ 


-1 




{M,b), = e:k{a) + k{b) = ■ 


+(9.7022) 






R = 


0.04723 




ilM) 


= 


—0.00693 






{UM) 


= 


+0.00U85, 


{IlM,Vj 


a= -0.000235 


{IHM) 


= 


+0.00705 , 


, {IIIM,^) 


= +0.006095 


{IV,M) 


^ 


+0.001105 , 


, (/F,Af,3) 


= +0.001692 


{y^M) 


SS 


+0.007817 , 


, (V,M,4) 


= +0.005481 


{VIM) 




+0.008728 

S = 
P = 


. (V/,M,5) 

0.00026 
21.29 


= +0.001053 



99. 

Als drittes Beispiel soll der Werth und das Gewicht des Winkels 
(5)(2)(3) berechnet werden. Jenen bekommt man sogleich 

(5)(2)(3) = x{3)2 — x[% = 19« 37' 0"922 

und da hier 

Ä(2)2 = -1 , ft(3)2 = +1 

sind, so werden 



K 



\ 
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iM,2)2 = fc(2)2 = - 1 

{M,3)i = Ä(3)2 = + 4 

(Jf,4), » /?"'2.Ä(2)2 + /",.ft(3)j = +(9.6697) 
R s= 0.2255 

{IM) = 

{II,M) = (//,3f,1) = 

(///,lf) = +0.06636 , (///,Äf.2) = +0.06536 . 

{IV,M) — —0.01841 , (/F,Jf,3) = +0.00561 

(V,Jf) s —0.4821 , (y,lf,4) = —0.4869 

iYI,M) « —0.1774 , (F/,ir,5) = +0.0197 

5 s 0.1968 

P = 34.8 



100. 

Als viertes Beispiel soll der Werth und das Gewicht des Winkels 
(5)(3)(2), welcher za den nicht beobachteten gehört, berechnet werden. 
Dieser wird aus den beiden andern Winkeh des Dreiecks , dem er an- 
gehört, durch den folgenden Ausdruck gefunden 

•(6)(3)(2) =s 180» 0' 0"737 — a;(3)2 + a;(2)i — x(3)s + x{\), 

indem der sphärische Exces dieses Dreiecks ^ 0"737 ist. Die Angaben 
des Art. 96 geben 

(5)(3)(2) = 53» 41' 0"293 

welches der wahrscheinlichste Werth dieses Winkels ist. Es wird nun 

Jl = Ar(2)i — (te(3)i + dx{i)i — <Jlr(3)5 
also 

*(2), = +1 , fc(3)2 ^ -1 , fc(1)5 » +1 . k{S)s = -1 

(if.2), = Ä(2)j » + 1 

{M,3)i = fc(3)2 = - 1 

(lf,4)2 = /?'", . Jt(2)2 + y"2 . fc(3)2 = —(9.66965) 

(M,1)5 == Ä(1)5 = + 1 

(Jf.3)5 := jl(3)5 s= - 1 

A ^ 0.42647 
femer 
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{IM) =0 

{JIM , = —0,090456 , (flMA) — —0.090456 

(///J/j = — 0.I7Ö95 , (///,i»f,2) — — 0.2<U4 

{IV,M) — +0.018405, {fV,M,S) = —0.65216 

{V,M) = +0.31198 , (F,M,4) = +0.53574 

{V1,M) = +0.17736 , (V/,Af,5) = +0.00323 

S = 0.36228 
P = 15.58 

Das Gewicht des beobachteten Winkels (3)(1 )(5) wurde oben im Art. 97 
^ 13.44 gefunden, man siebt also hieraus, dass unter Umständen das 
Gewicht eines berechneten Winkels grösser werden kann wie das eines 
beobachteten. 

101. 

Da die Richtungen an sich unbestimmte Grössen sind, so kann 
eine Bestimmung der Gewichte derselben auch nicht stattfinden, die 
Formeln werden Zahlen geben, die als Gewichte plus einer unbestimmten 
Grösse gelten müssen, und ebenso verhSilt es sich mit den Anfangs- 
punkten der Gyri, oder der Gruppen derselben. Aber die Aggregate 
u{m\ -H x{r), sind bestimmte Grössen , und die Gewichte dieser lassen 
sich daher bestimmen. Es soll daher als erstes Beispiel dieser Gattung 
zunächst das Gewicht des Aggregats m(1)3 -4- x{i)^ berechnet werden. 
Da wir hier a;(1 )3 statt u;(i)3 schreiben können, so geben die Gleichungen (65) 

tl(1)3 + ^(1)3 = i^(i)3 — M2)3 

und es wird daher die Function 

Jl = idx{i)s — -f*x(2)3 
folglich 

k{\), = H-i, ^fe(2)3 = — f 
Hiemit ergeben sich 

(Af.1)3 = + 
(Af,2)3 = -i 

(i»f,3)3 = 



woraus 



R = 0.02242 



hervorgehl . Ferner 
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{I,M) = +0.01808 



{n,M) « 


—0.1 


04484 


, (/7,Jf,1) = —0.04035 


(IHM) = 







(///,lf,2) = —0.01358 


{IV,M) = 







{IV,M,S) = —0.00336 


{y,M) = 







(F,3f,4) = +0.01680 


{VIM) = 







{YI,ai,5) = +0.00733 






S = 


0.00758 






P = 


67.37 



102. 

Als zweites Beispiel soll das Gewicht des Aggregats «(8)2 + «(4)2 
berechnet werden. Da hier 

«(8)2 = _ ^(a;(1)2 + a;(2)2 + «(3)2 + ^(4)2) 

ist, so wird 

Jl = — ^ir(1)2 — idx{'Z)2 — idx{S}2^+ läx{i]2 

also 

Ä(1)2 = - i , fc(2)2 = - i . Ä(3)2 = - i , Ä(4)2 = + f 

(Jtf,1), = _^ 
(Äf,2)2 = -i 

(M,3)2 = -i 
(J!f,4)2 = +0.7668 
R = 0.03926 
(IM) = 

(//,Af) = {II,M,i) = 

(///.Jlf) = +0.00082 , (///,Äf,2) = +0.00082 
{IY,M) = —0.04040 , {IVM,S) = —0.04010 
(y.jtf) = -0.09367 , (F,Jtf,4) == -0.10645 
lvi,M) — —0.03285 , (V/,3f,5) = +0.00702 
S = 0.01521 
P = 41.58 

103. 

Als letztes Beispiel soll die Dreiecksseite Warte - Wachsenburg 
aus der uls gegeben betrachteten Seite Seeberg - Inselsberg, nebst 
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dem Gewicht dieser Bestimmang berechnet werden , wobei in Metern 

ausgedrückt 

log(l)(3) = 4.3136765 

angenommen werden soll. Aus der Figur des Art. 91 findet man leicht 
auf dem einfochsten Wege 

WV*; «In [x(^)2-a;(4)2-0"U0] sin [a?(2)4-a;(4)4-0"J44] v'/W 

Die Zahlen O'^liO und 0''211 sind der dritte Theil der sphärischen 
Ueberschttsse der beiden in Betracht kommenden Dreiecke. Man hätte 
hier , gleichwie oben in den beiden letzten Bedingungsgleichungen ge- 
schehen ist, diesen weglassen können, wenn man statt der Seiten selbst 
ihre Sinusse angesetzt hätte, ich finde aber hier die Anwendung der 
Seiten selbst für einfacher. Die Substitution der obigen wahrscheinlich* 
sten Werthe der Richtungen giebt nun zuerst 

log (2){4) = 4.2713762.5 
Warte -Wachsenburg = 18679*^972 
Die Function Jl ist hier nicht unmittelbar gegeben , sondern wird durch 
die Differentiation des vorstehenden Ausdrucks fttr (2)(4) in Bezug auf 
die darin vorkommenden Richtungen erhalten. Zu dem Ende braucht 
man nur den numerischen Werth der rechten Seite derselben mit den 
Cotangenten der darin vorkomimenden Winkel zu mullipliciren , und um 
die Aenderungen in Bezug auf die Secunde zu erhalten , diese Produkte 
mit 206265" zu dividiren; für die im Nenner vorkommenden Winkel 
niUssen tiberdies die Zeichen umgekehrt werden. Auf diese Art ergab 
sich mit Weglassung des constanten Gliedes 

Jl = — 0*"004571(JK3)i— a?(4)i]+0'"19551dK3),— a?(2)3] 
—0 .08559 (J[x(1)2— j?(4)2]— . 1 0665(J[a?(2)4— a?(1)4] 
Dieser Ausdruck giebt 

fc(3)j s- —0.004571 

fc(4), « +0.004571 

fc(1)2 = —0.08859 

fc(4)2 = +0.08859 
Es werden femer 

(M,3), = k{3\ 

(Jtf,4), = /\ . fe(3), . 

{M.a\ « r\ . t(3)t - 

(M,6), « r\ • fc(3)i - 





fc(2)3 


= 


—0.19551 




Ä(3), 


3B 


+0.19551 




m* 


SS 


+0.10665 




Ä(2)4 


= 


—0.10665 






^ 


—0.004571 


m. 




= 


+0.004119 


d\. 


!fc(4) 


SS 


+0.000605 


i\ 


■ m 


» 


+0.000441 - 



<59J 
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{M,i)i s= A(1)2 = —0.08859 




(Jtf,4)j = Ä{4)2 = +0.08859 




(M,2)3 — fe(2)s = —0.19551 




(Af,3)3 = Jk(3)3 = +0.19551 




{M,i)i = fc(1)4 := +0.1066S 




(3f,2)4 = ifc(2)4 = —0.10665 


und hiemit 




Ti 


R = 0.0066477 


Ferner 

(IM) 


= +0.005420 


[UM) 


=: -0.007079 (//.M,1) =r —0.005733 


{IHM) 


= +0.004679 (///,M.2) = +0.003104 


{IV,M) 


= —0.000596 (/F,3f,3) = +0.001449 


{y^) 


= +0.001966 (y,3f,4) = +0.005421 


{YI,M) 


= +0.012427 (F/,M,5) = +0.011940 




S = 0.0037176 


und das gesachte 


Gewicht 




P = 341.2 



104. 



Wenn in einem Dreiecksnetze mehr Winkel beobachtet worden 
sind, als hinreichend und nothwendig um nebst Einer Seile dieses Netz 
vollständig berechnen zu können , so können die verschiedenen Stücke 
desselben auf mehr wie Eine Art berechnet werden. Wenn aber die 
Winkel dem hier entwickelten Verfahren gemäss ausgeglichen worden 
sind, so muss jede mögliche Berechnungsart irgend eines Stückes dieses 
Dreiecksnetzes nicht nur auf den nemlichen Wertb desselben hinfahren, 
sondern auch das Gewicht der Bestimmung desselben muss bei jeder 
Berechnungsart denselben Werth bekommen. Um zu zeigen, dass dieses 
in der That der Fall ist, werde ich das erste und das letzte der vorher* 
gehenden Beispiele auf andere Weise berechnen wie im Vorhergehenden 
geschehen ist 

Man findet leicht, dass man dem Ausdruck des Winkels (3)(1)(5) 
auch die folgende Form geben kann, 

(3)(1)(5) = 180« 0' 0"528 + x{i)^ — a?(2)8 + «(2)5 — x{3). 
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und es ist an sich klar, dass hieraus derselbe wahrscheinlichste Werth 
dieses Winkels hervorgehen muss wie oben. Wir brauchen uns daher 
nur mit der Berechnung des Gewichts dieser Bestimmung zu beschäf- 
tigen. Es werden hier 



(Jtf,1)3 = k{\), == +1 




(Af.2)3 = Ä(2)3 = -1 




(Jf,2)5 = fe(2)5 = -1-1 




(Af,3)5 = fc{3)5 = -1 




und bieraas findet sich zuerst 




R = 0.23035 




Ferner werden 




(/J»f) = +0.03615 




{I1,M) = (//,M,I) = 


+0.00854 


{IHM) = +0.05025 (///.M,2) = 


+0.05824 


{IV,M) = -0.23035 (/F,M,3] = 


—0.20023 


{V,M) = +0.9275 (y,M,4) = 


+4.274 


{VLM) =r (F/,Jf.5) = 


—0.112 


S = 0.15613 




P = 13.47 





mit dem im Art. 97 erbalteoen Werthe übereinstimmend. 

105. 

Die Dreiecke unserer Figur geben die folgenden Gleicbungen 

ar(3)3 — a!(2}3 = 180» 0' 0"634 — a;(1)i + «(3)i — x{2)t + x^)* 
x{\)2 — x(4)2 = 180» 0' 0"420 + a!(4)i — x{3)i — a;(3)4 + x(2)4 

und es ist klar, dass nach der Substitution dieser Ausdrücke in den Aus- 
druck für die Seite (2)(4) des Art. 103 genau derselbe Werth dieser 
Dreiecksseite wieder hervor gehen muss. Subslituirt man aber diese Aus- 
drtlcke in den Ausdruck für Ji desselben Art., so bekommt man 

/l := — 0'»00457(J[a!(3)i — x{i)i] 

—0.1 9561 (J[a;(1)i — x{S)i — a;(1)4 + x{i\] 
+0.08859d[x(3)i — x{i)i - «(2)4 + x{'i)t] 
+0.10665(J[ir(1)4 — x(2)4] 

und es werden jetzt 
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ft(1)i = —0.19551 ft(1)4 = 


+0.30216 


fe(3)i = +0.27953 Ä(2)4 r= 


-0.39075 


Ä(4), = —0.08402 fe(3)4 = 


+0.08859 


Hieraus ergaben sieb 




(Jtf,1), = *(1). 


—0.19551 


- (Af.3). = fc(3). = 


+0.27953 


(lf,4), = y". . A(3), + A(4), 


—0.05880 


(3f.a), = /. . fe(3). + r, . Ä(4), = 


+0.05446 


(Jtf,6). = /. . *(3), + d\ . fe(4), = 


+0.11661 


(Jtf.1), = Ä(1), 


+0.30216 


(Jtf.2)4 = *{2)4 


—0.39075 


(Jtf.3), = Ä(3)4 


+0.08859 


Ä = 0.026806 




ferner 

{I,M) = -0.086444 




(//,if) = +0.013500 (//,M.1) = 


—0.007711 


{///,3f) = +0.003455 (///.M,2) =r 


—0.010213 


(/V.M) = +0.051544 {IV,M,S) = 


+0.027108 


{V,M) = +0.022413 (F,M,4) » 


+0.005424 


(V/,3f) = +0.045048 (F/,Af,5) = 


+0.011941 


S = 0.023877 




P = 341.3 




mit dem Art. 1 03 bis anf 0.1 übereinstimmend. 


. 



106. 

Ein ganz anderer Ausdruck für dieselbe Dreiecksseite ist der fol- 
gende, 

miL\ — «PN«)2~a?W2-l-a?(8)4-a? ( 4)4-0^^904]8in[a?(4)i-a?[4)i-0^^400] .-w^v 
V*A*; — 8in [a;(3)4-a?(4)4-0''458] sin [ic(2)2-a?(<)2-0"400] \^ A^) 

der auch aus der Figur leicht zu erbalten ist. Substituirt man hierin 
die wahrscheinlichsten Werlhe der Richtungen, so bekommt man 

log(2)(4) = 4.2713762.8 
(2)(4) = 18679'"973 

bis auf Unbedeutendes wie oben. Es wird aber jetzt 

Abhaudl. d. K. 8. GeMlUeh. d. WiMenaoh. XIII. 53 
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II =. ISeTO^OTS — 0'"128ii«}[ar(2)2 — a<4)j + «(3)4 - x{\),\ 

— 0. 1 7251 d [«(4)1 — <l)ij 

— 0. 01 303*[a;(3)4 — 3^1)4] 

— 0.28973d[a;(2)2 — a:(1)2] 



und folglich 






k{\\ = +0.17251 


fe(4), 


= +0.12841 


fc(4)i = -0.17251 


m* 


= +0.14144 


k[\\ = +0.28973 


Ä(3)4 


= —0.14144 


fc(2)2 = —0.41814 






Hieraus bekommt man 






(M,1). = ft(1). 


= 


+ 0.17251 


[M,K\ = fc(4), 


:^ 


-Q.17251 


[M,a\ = d'\ . *(4), 


SB 


—(8.90693) 


{M,h\ = d", . *(4), 


= 


—(9.10265) 


(M.1), = fc(1)2 


= 


+ 0.28973 


(M,2)2 r= fc(2)2 


= 


— 0.41814 


(i»f,4), = ^"',ft(2)2 -K 


• fc(*)2 = 


+(9,38049) 


(Jtf,1)4 = fc(1)4 


SI 


+ 0.14144 


(i»f,3)4 = k{Z\ 


SS 


-0.14144 


R =» ( 


).042766 




(/.Jtf) = +0.008179 






(/J,M) = —0.011346 


(//,iif.1) 


= —0.009316 


{in,M) — —0.032856 


(///,Af.2) 


= -0.03549^ 


iIV,M) ='+0.000005 


(/V,Af,3) 


= —0.011716 


{V,M) = —0.223522 


(F,i»f,4) 


= —0.218549 


(F/.M) = -0.117261 


(F/,i»f,5) 


— —0.003109 


S = 


0.039833 





P = 341.2 

mit den vorhergehenden Bestimmungen dieses Gewichts ttbereinslim- 
mend. Ich mache darauf aufmerksam , dass in allen diesen Gewichten 
eine einzelne Beobachtung irgend einer Richtung die Einheit bildet. 

107. 

Um auch den Inhalt des Art. 81 durch ein Beispiel zu erläutern 
soll die Maupertuis'scbe Grattmessung dienen , die ich bdcanntlich kurz 
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nach dem Erscheinen der Gaussischen, oben mehrmals angezogenen 
Abhandlung theils nach dem in dieser gegebenen Verfahren , theils nach 
einem eigenthUmlichen , welches mit dem hier im Art. SS u. f. erklärten 
identisch ist, berechnet habe. Bei dieser Gradmessung sind im Ganzen 
18 Bedingungsgleichungen vorhanden , und ich habe daher, den Gaussi- 
schen Vorschriften folgend, ein System von 18 Gleichungen auflösen 
müssen. Unter diesen Gleichungen befinden sich aber vier locale, und 
zwar die, welche ich mit J, L, M, bezeichnet habe*), und die dem 
Art. 81 zufolge von den übrigen getrennt werden können. Wenn ich 
damals diesen Satz angewandt hätte , so hätte ich ein System von nur 
14 Gleichungen aufzulösen, und daher eine weit ktirzere Rechnung 
gehabt. 

Es gnügt für den hier zu verfolgenden Zweck blos Eine Station die- 
ser^ Gradmessung zu behandeln , und hiefttr wähle ich diejenige aus , die 
Rosenberger mit n bezeichnet hat **). Die auf dieser Station gemessenen 
Winkel lassen sich durch die folgende Figur anschaulich machen, 

^ jir 




and haben nach der Reduction derselben auf den Horizont die folgenden 
Werthe, 



*) S. Schum. Astr. Nachr. B. IX. p. 215. 

*) S. Schum. Astr. Nachr. B. VI. Nr. Hl u. 4 22. 
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CnH 
AnH 
AnK 
HnK 
KnT 



31*57' 3"63 
21 32 16.30 
95 29 54.43 
73 58 5.64 
87 44 19.40 



Man sieht, dass zwischen diesen Winkeln eine Bedingungsgleichung 
vorkommt , zufolge welcher 

AnK — AnH + HnK 

sein muss, und es ist diese die ich a. a. Orie mit J bezeichnet habe. 
Ich bezeichne nun die fünf Richtungen nC, nA, nH, nK, nT, bez. mit 

(1), (2), (3), (4), (5), nehme dafür die vorläufigen Werthe 

(1) = 0» 0' 0" 

(2) = 10 24 47.33 * 

(3) = 31 57 3.63 

(4) = 105 55 9.27 

(5) = 193 39 28.67 

an , und bilde , indem ich die daraus folgenden Winkel von den beobach- 
teten abziehe , wie oben erklart worden ist , die folgenden Werthe der 
/, und zugleich lege ich jeder Richtung das Gewicht =s 1 bei. Hiemit 
entsteht die folgende Tafel, die den bez. zweiten Tafeln des vorher- 
gehenden Beispiels ähnlich ist. 



Nr. (J) 


(») 


(*) 


(») 


(0 


p 


p 


1 


0"00 






0"00 




2 


2 


O'OO 


0.00 










2 


3 




0.00 


O'OO 








2 


4 






0.00 


O'OO 






2 


5 


+13.765 




—13.755 








2 


(Ix) 


+13*755 


0"00 


— 13''755 


O'OO 


0"00 




10 


Q 


2 


3 


3 


1 


1 







Der Richtung (1 ) ist deshalb der letzte Platz gegeben worden, weil 
sonst nicht die im Art. 76 bezeichneten Coefficienten hätten Null ge* 
macht werden können. Durch die Ausdrücke des gen. Art. findet sich 
nun 



\ 
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(/>>') = i. (p'p") = i. (py") = o. 0)p1=:i 

(?>") = *. (fV")-i. (py) = o 
(p'y') = i. (p'yi = o 



















ipY 


) = i 






N 


= iV' = 


iV" = 


n. 


iV" = 


iV^» 


-. 




(««)= 


:l.5. 


{ab) 


=0. (ac)= 


=0, (ad)= 


= 0, 


(««)= 


0, 


(o/)= + 1.3"755 






(66): 


=2, (6c)= 


=0, (6d)= 


= 0. 


(6e)=. 


—0.5, 


W= 











{cc)= 


:2, (Cd) = 


=—0.5. 


(ce)= 


0, 


{cl)=. 


-13.755 










(rfd)« 


= 0.5. 




0. 
0.5, 


(dl)= 




378.4 


und hiemit 
























{bb,\) = 


2 


(6M) 


= 















K2) = 


5 


(c/,2) 


= — 


13"753 










((W.3) = 


0.375 . 


(<«,3) 


= — 


3.438 










(e^4) = 


0.375 . 


(«U) 


= 










(M,5) = <26.4 

log x = 0.9622n , log r « 0.8373 , log r = 0.9623 
log (T' = 9.3980 , log /' = 9.3980 , log ^ = 9.3980 

und alle übrigen Grössen dieser Gattung sind Null. Hieraus folgen nun 

die Verbesserungen 

«»(1) = 

w(2) = + 9"i7 

w{3) = 

«,(4) = — 9.-17 

,(,(6) = — 9.17 
Addirt man diese zu den angenummenen Werthen der Richtungen , so 
erhalt man diese wie folgt 

y(1) = 0» 0' 0" 
y{2) = 10 24 56.50 
y(3) = 31 57 3.63 
y(4) = 105 5ö 0.10 
y(5) = 193 39 19.50 

die nebst den obigen Werthen von (aa), (66,1), (cc,2), etc und (f, y", 
lf\ in dem zweiten Theil der Auflösung anzuwenden sind. Aus den 



736 P.A.Hansen, [<66 

vorstehenden Werthen der y erkennt man leicht, wie vorher gesehen 
werden konnte , dass die Winkel CnH=s (3) — (1) und KnT= (5) — (4) 
unverändert geblieben sind, und die Verbesserungen sich zu gleichen 
Theilen, aber mit verschiedenen Zeichen, auf die übrigen drei Winkel 
erstrecken. Wenn auf einer Station mehr wie Eine locale Bedingungs- 
gleichung vorhanden ist, dann findet der letzt genannte Umstand nicht 
mehr statt. 

In unserem Beispiel kommen ausserdem noch drei Stationen vor. 
die auf dieselbe Weise behandelt werden können , so dass , wie oben 
angeführt, in dem zweiten Theil der Auflösung nur ein System von 1 4 
Gleichungen aufzulösen ist , wodurch die Arbeit wesentlich abgekürzt 
wird. Es ist noch zu bemerken, dass auf den Stationen, aufweichen 
keine locale Bedingungsgleichungen vorhanden sind, die Winkel als Un- 
bekannte beibehalten werden können , und nicht in die Richtungen auf- 
gelöst zu werden brauchen, nur muss man, wenn übrigens alle Beob- 
achtungen für gleich gut gehalten werden können, das Gewicht der Win- 
kel = 4^ setzen, wenn wie oben das Gewicht der Richtungen ^=1 an- 
genommen worden ist. 

b) Zweites Verfahren. 
108. 

Das im Vorhergehenden gegebene Verfahren zur Ausgleichung der 
Winkel eines Dreiecksnetzes ist einer Abänderung fähig, die ich nicht 
unterlassen will hinzuzufügen. 

Wenden wir uns zu den Gleichungen (61) des Art. 69, und entfer- 
nen in den Ausdrücken der Coefficienten derselben Alles , was sich auf 
die Bedingungsgleichung (56) bezieht, mit anderen Worten, setzen 
wir darin iV^ iV' = iV " = etc. = , hierauf werden 

{aa) = - ipp) 
{ab) = — {pp) 

(ac) = — (pp) 
etc. 

(al) = [Ix) 

(bb) = 0' - ipp) 

(bc) = - ipp) 
etc. 

{bt) = (te') 
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M = 0" - {P"P") 

etc. 

{et} = {Ix") 



etc. 



wo (pp), (pp'), etc. dieselben sind wie vorher. Aber aui^ dem Art. 71 
folgt jetzt 

(aa) -f- (ab) + [ac) + ... = 

(ab) + (66) + (6c) + ... = 

(ac) + (bc) + (cc) + ... = 
etc. etc. 

und zufolge des Art. 68 ist 

{Ix) + [U) H- [W) + ... = 

Die Summe der Gleichungen (61) ist also identisch Null, woraus folgt, 
dass jede derselben in den übrigen enthalten ist. Die (61) kann man 
aber auch wie folgt schreiben, 

\[aa) -*- (fl6) + (oc) + ...}j? + {ab){x'^x) + {ac)[x^x) +...== (ir) 

\{ab) + (66) H- (6c) + ..\x + (66)(a:'— ^) + {bc)[x—x) + ... « [Ix) 

\[ac) + (6c) + [cc) + ..,\x + \bc){x—x) + \cc)[x—x) + ... = (te") 
etc. etc. 

Zufolge der obigen Bedingungsgleichungen sind hier alle Coefücienten 
von a? gleich Null , j? verschwindet daher aus dieseü Gleichungen, und 
bleibt völlig willkührlich , wie auch die Natur der Sache mit sich bringt. 
Es entsteht hiemit ein System von Gleichungen, welches nur die Unter- 
schiede X — X, X — X, etc. enthalt, und von welchen wieder jede in 
den übrigen enthalten ist. Denn mit Zuziehung der vorstehenden Be- 
dingungsgleichungen erkennt man, dass auch nach der Entfernung der 
mit X mulliplicirten Glieder die Summe der Gleichungen identisch Null 
ist. Aber jetzt ist die Anzahl der Gleichungen um Eins grösser wie die 
Anzahl der Unbekannten, und man kann also Eine Gleichung weglas- 
sen. LSisst man die erste weg, so bekommt man das System 

(^b)[x—x) -h (^c){x—x) + (^^x"—x) -h ... = (/a^) 
(6c)(a;' — x) -h {c^[x — x) + (cd)(a?'"— o;) -§-... = (ir") 
[bd^(x—x) -h (cd)(a;"-4 -h {M][x' -x) + ... tt= (te'") 
etc. etc. 

aus welchem auf dieselbe Art wie vorher die Unbekannten x — x^ j:"— a?, 
x' — X. etc. bestimmt werden können. 
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109. 

Bei der Anwendung der Gleichungen (67) sind auf jeder Station 
wieder dieselben Tafelchen zu bilden, wie im Art. 84 u. d. f,, auch sind 
die Grössen (pp), (pp'), etc nebst (//) ganz eben so zu bilden wie vor- 
her, nur die CoefBcienten (66), (6c), etc. sind nach den Ausdrücken des 
vor. Art. zu berechnen , und man kann statt dieser Bezeichnung sogleich 
(2,2,1), (2,3,1), (3,3,2), etc. etc. einfuhren. Es wird dadurch eine üeber- 
einstimmung mit dem Vorhergehenden zu Wege gebracht. Die Rech- 
nung giebt wieder die Grössen die im Vorhergehenden mit ttj(r), und 
y[r), bezeichnet wurden , wenn man auf jeder Station , in Bezug auf die 
Richtungen, deren Verbesserung eliminirt worden ist, jene Null macht, 
oder diese Richtung so lasst wie man sie vorläufig angenommen hat. 

Da in den Bedingungsgleichungen, die das Dreiecksnetz liefert nur 
Unterschiede der Richtungen vorkommen , so sind jetzt in den Differen- 
tialen derselben die Coeflßcienten der eben bezeichneten Richtungen 
gleich Null zu machen, und die Folge davon ist, dass auch die betref- 
fenden zweiten, mit z(r), bezeichneten , Verbesserungen Null werden. 

110. 

Es scheint mir angemessen das im Vorhergehenden ausgeführte 
Beispiel auch durch das hier gegebene Verfahren zu behandeln , wobei 
es aber gnügen wird, die einzelnen Resultate kurz anzugeben. 

Resultate der Ausgleichung auf den Stationen. 

Station (1). 

y(1)i = 63014'10"000 

fi;(2)i = + 1"549 , y(2)i = 96 29 53.549 

t£;(3)i = + 0.483 , y(3)i = 308 51 37.483 

tt;(4), = — 0.134 , y(4), = 215 58 16.866 

w{a)t = + 0.617, y{a)t = 106 5 29.617 

tt;(6)i = — 0.302 , y(6)i = 269 57 22.698 

(«,6) = 132.862 
/?r=+ (9.17609) 

/?r=+ (8.1 4082), yr=+(8.96i73) 

/?r= + (9.51 809). yr« + (9 62332), <J,"'=+ (9.6821 8) 

/?r=+ (9.66883), yr=+ (9.92410), dr«+ (9.94563), 6i' = + (9.89042) 
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(2,2.1), = 10.0 {a,a,i)i — (1.39590) 

(3,3,2), = (1.33630), (6,6,5), = (0.84881) 
(4,4,3), = (1.10206) , 

Station (2). 

y(1)i = 27055' 7"000 

Mj(2), = -I- 0"302 , y(2)2 s= 45 16 35.302 

w(3)i = + 1.301 . y(3)2 as 64 53 37.301 

tt.(4)j •= — 0.171 . y(4)j = 342 17 11.829 

(//.4) = 14.077 

^j" = + (9.43573) , /?,'" = + (9.57719) , yj" = + (9.78336) 

(2,2,1)j = (0.74036) , (3.3,2)2 = (1.12788) . (4,4.3)i = (1.09584) 

Station (3). 

y(1)3 = 179» 43' 9"000 

«,{2)3 = — 0"31 9 , y(2)3 = 243 45 34.681 

«,(3), = — 0.102 , y(3)3 = 268 36 49.898 

(«,3) = 2.121 

/?3"= + (9.61881) 

.(2,2,1)j = (1.17124), (3,3.2)3 = (0.89040) 

Station (4). 

y(1)4 = 88»37'44"000 

ip(2)4 = — 1"165 , y(2)4 = 128 57 58.835 

»(3)4 SS + 0.679 , y(3)4 = 170 26 40.679 

(//,3) = 14.685 

ßt' = (9.64573) 

(2,2,1)4 = (0.93785) , (3,3,2)4 = (0.69646) 

Station (5). 

y(1)j = 252«59'37"000 

»(2)5 =s — 1"528 , y(2)5 = 276 32 45.472 

fp(3)5 = + 0.781 , j/(3)5 = 359 40 37.781 

(«,3) = 6.652 

ßi' s (9.74036) 

(2,2,1)5 = (1.00000) , (3,3,2)5 = (0.69680) 

Die Werthe der Winkel , die sich aus den vorstehenden Richtungen 

ergeben , so wie die Summen der Fehlerquadrate stimmen mit denen, 

die die vorhergehende Methode ergeben hat, tiberein, wie ans der Yer- 

gleichung mit dem Art. 89 hervorgeht; die Werthe der HoIfsgrOssen 

sind verschieden i wie nicht anders sein kann. 
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Die Berechnung der u{m), geschieht hier durch denselben Ausdruck 
wie im vorhergehenden Verfahren , nemlich durch 

wobei hier ausser den im Art. 90 beigefügten Bemerkungen noch ange- 
führt werden kann, dass jetzt in diesem Ausdruck immer tD(1),=s zu 
setzen ist. Dieselben a. a. 0. angeftihrten Beispiele geben hier 

tt(1), = — 0"158 , «(1)2 =s — 0"'l6i , «(1), = + o'ieo 

«(9), = — 0.708 , u(4)2 = — 0.565 . «(ijj = + 0.140 

u{ii)i = — 0.322 . «(8)2 = — 0.358 , 

«(21 )i = — 508 , 

die gleichwie die iv{r), und y{r), von denen des ersten Verfahrens ver- 
schieden sind. Aber aus demselben Grunde , aus welchem in beiden Ver- 
fahren die Unterschiede der y{r), einander gleich sein müssen , mttssen 
auch die Aggregate «(m), -♦- iv[r), , die denselben Gruppen von Gyris an- 
gehören , in beiden Verfahren einander gleich werden , die Richtung mag 
in der betr. Gruppe beobachtet sein, oder nicht. Z. B. 

Erstes Verfahren. 
M(1),-|-tt>(a),=s4-0"571 — 0"1 1 1 =:+0"460 
«(1),+tt»(6),=«-|.0.571 — 1 .030=— 0.439 
«(1)i-l-tt'(1)i=+0.571— 0.728=— 0.157 
tt(1),+w(2)i=-|-0.571 +0.821 ar-l- 1.392 
M(1)i-|-tp(3),=+0.571— 0.245=+0 326 
M(<)i-l-«'(*)i=+0-571—0.S62=:— 0.291 
«(21)i+tt;(1),=-|.0.220— 0.728=— 0.508 
o(1)2+w(1)2=+0.062— 0.21 3=— 0.1 51 
«(1)2— tt'(3)2=+0.062+1.087=-|-1.U9 

Nicht nur die Aggregate u(m), +x(t-),, sondern auch die u(m), selbst sind 
bei dem gegenwärtigen Verfahren eben so wie die Winkel, oder die 
Unterschiede der Richtungen , bestimmte Grössen. 

112. 

Die Bedingungsgleichungen bleiben nun eben so wie sie im Art. 
91 angestellt worden sind, und nach der Substitution der vorstehenden 
Werthe der y(r), , ergeben sich dieselben Werthe der F(/), fT(//), etc. 



Zweites Verfahren. 
*=^0"158+0"617=-|-0"459 
as^O.1 58—0.302=— 0.460 
=—0.158 =—0.158 
=— 0.158-H.549=+1.391 
ä:^0.1 58+0.483=+ 0.325 
— _0.1 58— 0.1 34=— 0.292 
=—0.508 =—0.508 
ite— 0.151 =—0.151 
=^0.1 51 +1 .301 =+ 1 .1 50 
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Die Differentiale der Bedingungdgleichung^n , die im Art. 92 enthalten 
sind , erleiden daher keine weiteren Veränderungen als dass die Glieder, 
die mit d(1)i, rf(1)2, ^1)3, ^(1)4, d{i)i multiplicirt sind, wegfallen* In 
der im Art. 93 gegebenen Zusammenstellung der CoefBcienten dieser 
Gleichungen muss man jetzt die erste Zeile jeder Abtheilung der Tafel 
sich hinweg denken. Zur Berechnung der ^/(rj), ergeben sich jetzt 
die folgenden Ausdrücke, die mehr oder minder abgekürzt, auf allen 
Stationen Geltung haben , und durch die Yertauschung der Zahl / mit 
//, ///, etc. auf alle Bedingungsgleichungen anzuwenden sind. 



^(2./). 


^ 




9(2./). 








Vi^'I). 


« 


Ä" 


•9(2./). 


-1- 


9(3./). 




viiJ). 


±=s 


A"' 


.9(2,/). 


+ y." 


'•9(3./). + 


9(4./). 


nM.. 


=5 


A'" 


•9(2./). 


-^r: 


•9(3./). + C 


•9(*./). 


nibJ). 


= 


Ä" 


•9(2./). 


+ r: 


.9(3./). + d; 


•9(4./). 



Die beiden letzten kürzen sich ab , weil q{aj) und qibj) Null sind. Die 
Rechnung gab 



r 


« 


log v{r,I), 


log v(r,m. 


log vir.lll). 


log ij(r,;V), 


1 


\oiv{r,ri). 


2 
3 
4 
a 
b 

2 
3 
4 

2 
3 

2 
3 


1 


— ^ 

0. n 
8.9641 7n 
9.62332fl 
9.92410« 


0. 

9.17609 

8.14082 

9.51809 

9.66883 


0. » 

9.17609« 

9.99395 

9.18002 

9.61894 


0. 

9.95799n 
8.78509n 
8.630 lOn 

0. n 


9.81470 
8.99079 
9.90910 
9.77889 
0.00527 

0.40289 
9.691 81 n 
9.37606 


9.28926 
9.91385 
9.66989 
994010 

0.05406 
9.48979 
9.80784 


2 


— 




0. 
9.78336 


3 


0. n 
9.76662 


0. 
9.61881 


— 




— 


— 


4 


0. 
9.64573 


— 


— 


0. n 
9.746.39 




9.69538n 
9.20078n 


2 
3 


5 


— 


0. n 
9.65322 


0. 
9.74036 




9.70523 
9.17325n 


— 



H3. 

Zur Berechnung der f(rj\ , etc. dienen jetzt die folgenden allge« 
meinen Ausdrücke, 
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/•(2./). = (?(2,/).+A".o(3./).+/?;".o(4./).+Ä"'.(?(fl./).+/?;.o(6./). 

/•(3./). = 0(3./).+ y."'.0(4,/).+ y:.Q{aJ).+ u'QiU). 

f{U). = 0(4./).+ C.0(«./).+ K.QibJ). 

f{aj).= 0(o./).+ e;.0(6,/). 

mi). = QM. 

in welchen die 0(2,/). , etc. dieselbe Bedeutung haben wie in dem er- 
sten Verfahren, und die auch auf alle Bedingungsgleichungen auszu- 
dehnen sind. Für das Beispiel ergab sich 



r ! s 

i 


log Q{r,n, 


log Qlr,II), 


log Qir.im, 


loK Q[r,ir), 


log Qir.V), 


logOlr.Kfl. 

7.95296 
8.8H79 
8.27399 
9.09129 


2 
3 
4 
a 
b 

2 
3 
4 

2' 
3 


1 


8.66370» 
7.86211» 
8.22742« 
9.07529» 


9.00000 
7.83979 
7.03876 
8.12219 
8.82002 


9.00000» 

7.83979» 

8.89189 

7.78412 

8.77013 


8.66370 
8.85593« 
7.38919» 
7.78129» 


8.81470 

7.65449 

8.80704 

8.38299 

9.15646 

9.66253 

8.56393« 

8.28022 


2 


— 


, 


9.25964 
8.68752 


8.90416» 


9.31370 
8.36191 
9.71200 


3 


8.82876» 
8.87622 


8.82876 
8.72841 


— 


— — 







2 
3 

2 
3 


4 

5 


9.06215 
8.94927 


— 


- 


9.06215» 
9.04993 





8.75753« 
8.50432» 


9.00000» 
8.95642 


9.00000 
9.04356 


~~ 


6.70523 
8.47645» 





r 

2 
3 
4 
a 
b 
2 
3 
4 

2 
3 
2 
3 


$ 
1 

2^ 

3 
4 


log fir.D, 


log Ar,//), 


log Ar.///), 1 log/Ir./F), 


log Ar, F), 


logr(r,K/), 


8.83288» 
9.18673» 
9.08039» 
9.03858« 
9.07529» 


9.13431 
8.83288 
8.81798 
8.81015 
8.82002 


8.84806« 

8.71839 

9.12339 

8.71475 

8.77013 


7.36078 

8.52349 

8.89365» 

7.85406« 

7.78129» 


9.15129 
9.14907 
9.30588 
9.13210 
9.15646 


8.81953 
9.10192 
9.26185 
9.05945 
9.09129 


— 


— 


8.58784 
9.01731 
8.68752 


8.48134» 
8.68752» 
8.90416» 


9.65988 

8.39901» 

8.28022 


9.36485 
8.73477 
8.71200 


8.55814« 
8.87622 


8.95260 
8.72841 


__ 





— 


«^ 


9.18960 
8.94927 





— 


8.81799» 
9.04993 




8.85336« 
8.50432» 


2 
3 


5 


— . 


8.70116« 
8.95642 


9.20629 
9.04356 




8.05697» 
8.47645» 


^— 
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114. 

Die Berechnung der Coefficienten der Endgleichungen wird hier 
eben so ausgeführt wie in dem ersten Verfahren. Es ergab sich 



• 


«,/) 


»M) 


(♦,///) 


li,rv) 


li.V] 


ii.VI) 


/! 0.41981 


—0.10421 


-0.05229 


—0.09915 


—0.14096 


—0.19780 


II 




0.36660 


—0.12073 


+0.00229 


+0.12312 


+0.06600 


III 






0.46821 


—0.12928 


+0.02412 


+0.17104 


IV 








0.36980 


—0.08036 


—0.06841 


V 










1.44453 


+0.71131 


VI 












0.47808 



Vergleicht man diese CoefficieDten mit denen des Art. 95, die das 
erste Verfahren gegeben hat, so wird man finden, dass sie, abgesehen 
von den kleinen Unterschieden der letzten Stelle , die von den Fehlem 
der letzten Stelle der angewandten Logarithmen herrühren , mit diesen 
identisch sind, obgleich die Hülfsgrössen, die zu ihrer Berechnung ge- 
dient haben , in beiden Verfahren sehr von einander verschieden sind. 
Es ist dieses kein Zufall, sondern es lässt sich leicht zeigen, dass die 
Endgleichungen identisch dieselben werden mttssen, wie man auch das 
vorhergehende Verfahren eingerichtet haben mag. 

Wir brauchen also die Endgleichungen nicht von Neuem aufzulö- 
sen , sondern die Werthe der Unbekannten (/), (//), etc., die im Art. 95 
gefunden wurden , haben auch hier Geltung. 

Auch die Summe der mit ihren Gewichten multiplicirten Fehler- 
quadrate wird dieselbe, die durch das erste Verfahren gefunden wurde. 



115. 

Um die Werthe der letzten Verbesserungen z{r)^ zu finden, dient 
nun wieder die allgemeine Gleichung 

<rl - f{r,I)AI) + f{rM)AH) + f{rJir)A"I) + - 

in welcher aber die Werthe der f{rj)^ , etc. angewandt werden müssen, 
die das gegenwärtige Verfahren gegeben hat. Es folgt von selbst dar- 
aus, dass alle z(l)^s=0 sind. Wir bekommen nun 
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2(2)2 = — 0"585 , 


«(2), =z + 0"488 


z(3)2 =*= + 0.490 , 


z(3), = + 0.546 


«(4)2 s= + 0.404 
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«(2), = — 0"033 
2(3), = -^ 0.547 
2(4)i = + 0.352 
2(a), ;= — 0.U4 
2(6), = — 0.174 

2(2)4 = + 1"332 . <2)5 = + 0"703 
2(3)4 = — 0.153 , 2(3)s = -I- 1.258 
und zieht man diese von den im Art. 110 enthaltenen Werthen der y{r.^ 
ab, so ergeben sich die folgenden wahrscheinlichsten Werthe der Rich- 
tungen, 

x{i)t — 63»14'10"000, ic(1)2 = 27»55' 7"000 
x{i)i = 96 29 53.582 . x(2)2 = 45 16 35.887 
a;(3), =^ 308 51 38.030 . x(3)2 =;= 64 53 36.811 
x(4), = 215 58 1G.514 , «(4)2 = 342 17 11.425 
x{a)i = 106 5 29.761 , 
ar(6), =; 269 57 22.872 . 

a;(1)a ^ 179H3' 9"000 , x{i)i = 88»37'44"000 
a<2), = 243 45 34.193 , «(2)4 = 128 57 57.503 
a;(3)s SB 268 36 49.352 , j;(3)4 = 170 26 40.832 

a!(1)5 =a 252059' 37 "000 
^(2)5 SS 276 32 44.769 
x(3), = 369 40 36.523 

Vergleicht man die hieraas folgenden Winkel mit denen des Art. 
96, die durch das erste Verfahren erhalten worden sind, so wird man 
eine Uebereinstimmung finden, die nichts zu wünschen übrig lässt. 

Will man auch die wahrscheinlichsten Werthe der u{m)^ kennen ler- 
nen , so dient dazu wieder der Ausdruck 

für welchen die Bemerkungen des Art. 1 1 1 wieder gelten. 

H6. 

Die Berechnung der Gewichte ist bei dem gegenwärtigen Verfah- 
ren im Allgemeinen dieselbe wie beim ersten Verfahren , nur findet in 
Bezug auf die der Winkel x{r)t — x[i), eine Ausnahme statt. Da diese 
Winkel gegenwärtig die Unbekannten selbst sind, so föllt die Berech-* 
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nung der Grössen in deren Bezeichnung M vorkommt weg, und es ist 
nach den Ausdrucken der Artt. 44 u. 48 zu verfahren. 
Als Beispiel soll hier das Gewicht des Winkels 

rc(2), — x{i)^ 

berechnet werden, welches im Art. 97 nach dem ersten Verfahren schon 
berechnet wurde. In der hier eingeführten Bezeichnung giebt der Art« 
44 sogleich 

^Wl — (2,2,4)1 "^(3,1,2), "^(4,4,3), "^(a.a,4),"^(M,5)i' 

und aus dem Art. 48 bekommt man 

/•(2,/7.1), = f{2M\ + m,I\ . (2)t 

f{2,III,\), = fi^lll), + f%I\ . (3), 

/•(2,/Fj), ^ f{i,IY), + /-(a,/), . (4), 

etc. etc. 



f{%ni,2\ 


= 


m>oh\). 


-h m,n,\\ 


. (3)i 


m.iv,i). 


SfS 


RuyA\ 


+ f{%n,\\ 


• (i)i 


etc. 






etc. 





woraus 



/(2,/F,3), = A2,/V,2), + A2.///.2), • (*).i 

etc. etc. 

etc. etc. 

,d'¥\ = /'(»'fli' ^ Aä,//.<).» . A».///.«)i* ,. „tc 



folgt. Das Gewicht P wird hierauf 



Für unser Beispiel bekommt man 

jj(2), = 0.13625 

f(2,/)i = — 0.06807 , {{%I\,2>\ = — 0.01777 

/•(2,//,1), = + 0.11934 . /•(2,F.4), = + 0.08540 

f{%lll,i\ = — 0.03215 , /•(2,F/,6)i = - 0.00217 

H{%\ =. 0.06200 

und biemit 

P = 13,47 
wie im Art. 97. 

117. 
Gs soll als aweites Beispiel hier noch das Gewicht von 

Kl), 
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berechnet werden, welcher Bogen mit dem Aggregat 11(1)3 + i;(1)3 des 
ersten Verfahrens identisch ist. Das Verfahren des vor. Art. ist hier nicht 
zulassig, sondern es muss statt dessen das allgemeine Verfahren ange- 
wandt werden. Da hier 

ist, so wird Jlss — idx{^)^ und folglich 

fc(2)3 = - i , *(3)3 = 
und femer wird 

(if,2)3 = Ä(2)3 =-i 

(ilf.3)3 = /?3".fc(2)3 = -(9.3178) 

Hiemit wird zuerst 

R = 0.02242 

mit dem Art. 101 übereinstimmend, obgleich die Hulfsgrössen hier ganz 
andere Werthe haben wie dort. Man erhalt ferner 

{IM) = -h 0.01809 , {UM) = — 0.04484 
{IHM) = {IV,M) = {V.M) = {VIM) = 
wie im Art. 1 01 , und hieraus folgt schon ohne weitere Fortsetzung der 
Rechnung , dass dasselbe Gewicht wie dort , nemlich 

P = 67,37 

erhalten wird. Man sieht hieraus, dass beide Verfahren, ungeachtet 
ihrer Verschiedenheit , für die Winkel , die übrigen bestimmten Bögen, 
und für die Gewichte dieselben Resultate geben, wie auch nicht anders 
sein kann. 

118. 

Vergleicht man diese beiden Verfahrungsarten in Bezug auf die 
Arbeit, die sie verursachen mit einander, so scheint dasUrtheil darüber 
sich zu Gunsten des ersten Verfahrens zu neigen. Das letzte Verfahren 
führt freilich in seinem letzten Theil auf eine geringere Anzahl von Aus- 
drücken wie jenes, indem in den für die tj und z auf jeder Station Ein Aus- 
druck weniger vorhanden ist, dagegen sind aber die zu berechnenden 
Hulfsgrössen in diesem Verfahren zusammengesetzter wie in dem Vor- 
hergehenden, da sie aus einer grösseren Anzahl von Gliedern bestehen. 
Mir scheint, dass die Gesammtwirkung dieser beiden, einander entge- 
gengesetzten , Umstände zu Gunsten des ersten Verfehrens ausfallt. Es 
kann übrigens Jeder bei der Ausgleichung eines Dreiecksnetzes sich ohne 
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vergebliche Mühe ein Uriheil über die relative Kürze dieser beiden Yer- 
fahruDgsarten bilden, denn Nichts hindert sie untermischt anzuwenden. 
Man kann ohne Nachtheil für das Resultat auf einigen Stationen die eine, 
und auf anderen Stationen die andere dieser beiden Verfahrungsarten 
anwenden. 



§. 5. Ansdelinang des im Vorhergehende!! entwickelten Verfahrens anf 

den Fall^ in welchen mehr wie Eine Grundlinie gemessea worden ist, 

oder man das Dreiecksneti an ein benachbartes anschliessen wilh 

119. 

Im Vorhergehenden ist innmer angenommen worden , dass in dem 
Dreiecksnetz nur Eine Seite gegeben , oder mit anderen Worten nur 
Eine Grundlinie gemessen worden sei, wir wollen aber jetzt zur Be- 
trachtung des Falles , wo zwei oder mehr Grundlinien gemessen wor- 
den sind, übergehen. Nehmen wir zuerst zwei gemessene Grundlinien 
an, dann ist klar, dass ausser den im Vorhergehenden erklärten Bedin- 
gungsgleichungen noch Eine vorhanden ist. Diese kann immer auf die- 
selbe Form gebracht werden wie die zweite Gattung der übrigen Bedin- 
gungsgleichungen , nur statt des Gliedes = 1 tritt das Verhältniss der beiden 
Grundlinien ein. Die neue Bedingungsgleichung ist daher immer 

sin [cßja) — a?f6)] sin [x{c) — a?(d)] . . . .^ ^ A 

sin [aj(a')-iB(6')] sin [x{c')-x(d')] ... B 

wenn B und ß' die beiden gemessenen Grundlinien, und x{a), x{b), x{c)^ 
x{d), etc. x{a), x{b'), x[c), x{d'), etc. gewisse gemessene oder beobach- 
tete Richtungen sind. Wenn mehr wie zwei Grundlinien gemessen wor- 
den sind, so kommen noch mehrere Bedingungsgleichungen wie die 
vorstehende hinzu, und zwar ist die Anzahl dieser dritten Gattung im- 
mer = (f» — 1), wenn m Grundlinien gemessen worden sind. 

Wenn z. B. in dem oben behandelten Beispiel die Linien Seeberg- 
Tnselsberg und Warte -Wachsenburg unmittelbar gemessen waren, so 
würde ausser den angeführten sechs Bedingujigsgleichungen , noch die 
folgende siebente vorhanden sein, 

sin [a;(3)i-a?(<)i-0^M40] sin [(p(»)3-g(»)8-0^^aH] ?L — Q 

sin [x(4)2-iP(4)2-0.440l sin [fl5(2j4-a?(<)4-0.«H] B 

WO 

ff Ä Seite (Warte- Wachsenburg) 
B s Seite (Seeberg-Inselsberg) 

AbhaDdl. d. K S. Gesellscb. d. Wiiteoscb. XIII. 54 
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sind, und diese Bedingungsgleicbung hätte sofort den übrigen sechs des 
Art. 91 hinzugefügt, and eben so behandelt werden mttssen. 



• 120. 

Bleiben wir bei der Annahme von zwei gemessenen Grundlinien 
stehen , da das Hinzukommen von mehreren nur die Wiederholung des- 
selben Verfahrens verlangt. Nachdem die Ausgleichungen auf den Sta- 
tionen ausgeführt worden sind, sind in die Bediogungsgleichung des 
vor. Art. nicht nur die Werthe der Richtungen, die im Vorhergehenden 
mit y{r\ bezeichnet worden sind , sondern auch die durch die Messun- 
gen gefundenen Werthe der Grundlinien B und ff zu substitoiren. Diese 
Gleichung wird nun im Allgemeinen so wenig wie die übrigen Bedin* 
gungsgleichungen den Werth Null geben , sondern statt dessen einen an- 
<ieren , den ich den früheren Bezeichnungen analog F(B) nennen werde, 
Die Einheit von F{B) sei , wie oben bei den ahnlichen Grössen, die sie- 
bente Stelle des Briggischen Logarithmus. 

Durch die Differentiation unserer Gleichung, nadiden sie anf die 
logarithmische Form gebracht worden ist, erhalten wir 

'"Jcotg [x{a)—x(b)]d[x(a)—x{b)]+yCOt^[^^^^ 

—^cotg[x{a)-x(b)]d[x{a)-x{b)]—^co^^^^ 

+ ^dB-^dff + F{B) = 

und in dieser Form ist diese Gleichung als eine der Gleichungen (30) der 
allgemeinen Angabe zu betrachten, und demgemäss eben so za behan* 
dein wie im Vorhergehenden von den übrigen Bedingungsgleichungen 
gezeigt worden ist. Damit in den Verbesserungen der Richtungen wie- 
der die Secunde, und in den Verbesserungen dff und dff der Grund* 
linien dieselbe Einheit, in welcher diese ausgedrückt sind zur Einheit 
werde , ist mit Rücksicht auf die schon festgesetzte Einheit von F{B)^ M 
dem Zehnmillionfachen des Moduls der Briggischen Logarithmen, und 
r = 206265" zu setzen. Es wird daher 

log IT « 6.63778 
logr = 5.3U43 

Die Coefficienten der Verbesserungen der Riehtiiagen werden also eben 
so berechnet wie oben in den Bedingungsgleichungen zweiter .Gattung. 
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121. 

Man würde nun die AuHößaDg der vorliegendeD Aufgabe, bios mit 
dem Unterschiede, dass zu den Unbeitannten der vorhergehenden Auf- 
gabe, in welcher nur Eine Grundlinie vorausgesetzt ist, die beiden 
neuen Unbekannten dB und dB hinzugekommen sind , nach den im Vor- 
hergehenden abgeleiteten Erklärungen und Vorschriften rationel zu Ende 
führen können, wenn nicht noch eine Bedingung zu erfüllen wäre, die 
so beschaffen ist, dass sie, gegenwärtig wenigstens, gar nicht erfüllt 
werden kann. 

Das Messen eines Winkels (oder einer Richtung) und das Messen 
einer Grundlinie sind zwei gänzlich von einander verschiedene Opera- 
tionen, die eine directe Vergleichung ihrer relativen Genauigkeit gar 
nicht zulassen , aber dennoch muss man , um die im vor. Art. erhaltene 
Gleichung in Verbindung mit den übrigen Bedingungsgleichungen der 
Aufgabe weiter behandeln zu können, ein Maass der relativen Genauig- 
keit zwischen Winkel- oder Richtungsmessungen und Grundlinienmes- 
sungen kennen , indem in derselben sowohl die wahrscheinlichsten Ver- 
besserungen dieser wie die jener die Unbekannten sind. Man muss, mit 
anderen Worten , den Fehler der Grundlinienmessungen kennen , der 
dieselbe Wahrscheinlichkeit besitzt , wie der Fehler von einer Secunde 
in den Winkel- oder Richtungsmessungen, und hieraus die Gewichte be- 
stimmen, welche dB und dB beizulegen sind, während die Gewichte der 
Winkel- oder Richtungsmessungen gleich Eins gesetzt werden. 

Von den mittleren Fehlern, womit die Messungen verschiedener 
Grundlinien behaftet sind, lässt sich im Voraus nur wenig sagen. Von 
zwei Grundlinien, die unter völlig gleichen Umständen gemessen sind, 
lässt sich mit Ge^issheit behaupten, dass der mittlere Fehler der län- 
geren grösser sein muss, wie der der kürzeren, denn die Fehlerquellen 
wiederholen sich bei jener öfterer wie bei dieser, aber dass die mittle- 
ren Fehler solcher Grundlinien ihren Längen p?oportional sein sollten, 
wie zuweilen behauptet worden ist, muss bestritten werden. Wenn an- 
genommen werden dürfte, dass bei allen möglichen Fehlerquellen gleiche 
positive und negative Fehler gleiche Wahrscheinlichkeit hätten, so würde 
man die mittleren Fehler mehrerer unter völlig gleichen Umständen ge- 
messenen Grundlinien den Quadratwurzeln aus ihren Längen proportio- 
nal setzen können , aber diese Annahme ist auch nicht in aller Strenge 

54* 
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richtig, da es Fehlerquellen giebt, die stets in demselben Sinne wirken, 
z. B. die Fehler der Etalonirung der Messstangen. 

Um die Wahrscheinlichkeit irgend eines gegebenen Fehlers in der 
Messung einer Grundlinie mit annehmbarer Annäherung bestimmen zu 
können , mUsste man diese Grundlinie zu vielen wiederholten Malen ge- 
messen haben, aber solche Wiederholungen dieser Messungen liegen 
gegenwärtig, wenigstens öffentlich, gar nicht vor, und die Schwierig- 
keit derselben, so wie der Zeit- und Kostenaufwand, den sie erfordern, 
veranlassen die Annahme , dass sie so bald noch nicht in der im Allge- 
meinen erforderlichen Ausdehnung vorhanden sein werden '^). Man kann 
daher auch nicht die zur rationellen Anwendung der Gleichungen des 
vor. Art. erforderliche Bestimmung der Gewichte der Messungen der 
Grundlinien in Bezug auf die der Winkel- oder Richtungsmessungen aus- 
führen , und muss daher vor der Hand von der strengen Benutzung der- 
selben absehen. 

i22. 
Der Fehler in den Messungen der Grundlinien, die mit den besten 
Apparaten und der grössten Sorgfalt ausgeführt sind, dessen Wahr- 
scheinlichkeit der Wahrscheinlichkeit eines Fehlers von Einer Secunde 
in den Winkel- oder Richtungsmessungen gleichkommt, ist gewiss ein 
sehr kleiner Theil eines Meters , und bezeichnet man ihn für die ver- 
schiedenen Grundlinien mit — , -V, etc. Meter, so werden p,p', etc. 

grosse Zahlen sein. Dem Vorhergehenden zufolge müssen nun den Be- 
stimmungen der Grundlinien die Gewichte p\ p\ etc. beigelegt werden 
wenn man den Bestimmungen der Richtungen das Gewicht = \ beilegt. 
Aber im Laufe der Auflösung unserer Aufgabe treten diese Gewichte in 
die Nenner der Coefßcienten der Gleichungen ein , und es wird dadurch 
bewirkt, dass in den Endgleichungen die GoefBcienten der Verbesserun- 
gen der Grundlinien mit weit kleineren Coefficienten behaftet sind, wie 
die der Richtungen oder Winkel. Die Verbesserungen der Grundlinien 
werden daher selbst sehr klein, und äussern eine geringe Rückwirkung 



*) Dem Veraebmen nach besitzt die Sternwarte Pulkowa, als Lehrmittel für 
die angehenden Geodäten , eine Probebasis nebst den dazu gehörigen Messapparaten. 
Es würde gewiss von Nutzen sein , wenn die damit gewonnenen Erfahrungen ver- 
öffentlicht würden. 



k 



\ 
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aaf die der Richtungen oder Winkel, und können daher ohne erhebhche 
Fehler in den letzteren zu veranlassen, übergangen werden; man kann, 
mathematisch zu reden , die Gewichte der Grundlinien in Bezug auf die 
der Winkel oder Richtungen unendlich gross setzen, wodurch die Ver- 
besserungen jener Null werden. Die Gleichung des Art. 119 nimmt 
hierauf die folgende Form an, 

^colg[x{a) ^x{b)]d{x{a) -^(6)]+Jcofg[a?(c)-rc(d)]d[a?(c)-a5(d)]+... 

und wird den Bedingungsgleichungen zweiter Gattung völlig ähnlich. 
Die Auflösung unserer Aufgabe besitzt nun die Eigenschaft , dass nicht 
nur den Bedingungen zwischen den Winkeln desselben vollständig GnUge 
geleistet wird, sondern auch alle gemessenen Grundlinien genau darge- 
stellt werden. 

123. 

Es wird nicht undienlich sein das Vorhergehende mit einigen Bei- 
spielen der einfachsten Art zu erläutern. Es soll zuerst das Dreiecksnetz 
aus einem einzigen Dreieck bestehen , in welchem alle drei Winkel und 
zwei Seiten gemessen worden sind. Ich nehme an , dass man erhalten 
habe 

a = 40» 0' 0"00 

/? = 65 0.00 

;^ = 75 3.00 

a « 1000.000 



. Meter 
b = 1409.978 

und dass die Seite a dem Winkel a, die Seite b dem Winkel ß gegen- 
tlber liege. Hier finden zwei Bedingungsgleichungen statt, nemlich, 
wenn der sphärische Ueberschuss übergangen wird, 

a -t- ß + r — ^80» as 



sin ß b 

Die Substitution der vorstehenden Werthe hierin giebt 

F{I) = +3"00 , F(//) = +41 

und durch die Differentiation erhält man, mit Weglassung der Aende- 
rungen von a und 6, 
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dct-t- dß+ 3"00 SB 
+ ^6.09idtt — 9.SiSdß + 41 ar 
und hieraus entsteht die folgende Zusammenstellung 



r 


q{r,I) 


¥r,u) 


a 


+i 


+(1.39951) 


ß 


+1 


—(0.99202) 


Y 


+1 






Setzt man nun das Gewicht der Winkel s= 1 , so werden q[rj) äs f[rj), 
u. s. w. und folglich 

(/,/) = 3, (/,//) = +15.274, (//,/i) = 726.02 

woraus man 

(/) = +0''7979 , (//) == +(8.59862) , W = 4.021 

und hiemit 

z{a) = +1"794 
z{ß) SS +0.408 
z[y) « +0.798 

bekommt. Die wahrscheinh'chsten Werthe der Winkel werden also 

a = 39» 89' 58"206 
/? =* 64 59 59.592 
y = 75 2.202 

während die Seiten oder Grundlinien unverändert bleiben. 



124. 

Es soll jetzt dasselbe Beispiel mit der Abänderung vorgenommen 
werden, dass für die relative Genauigkeit der Messungen der Winkel 
und der Grundlinien eine Hypothese aufgestellt wird. Indem ich an- 
nehme, dass Eine Secunde Fehler in den Winkelmessungen dieselbe 
Wahrscheinlichkeit habe wie der Fehler von einem halben Millimeter in 
der Messung einer Grundlinie von Tausend Metern Länge, meine ich 
eine Hypothese aufgestellt zu haben, die wohl zuweilen mit dem wahren 
Sachverhalt übereinstimmen kann , lasse übrigens Jedem unbenommen, 
dafür eine andere einzuführen , wenn grössere Erfahrungen im Messen 
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von GrandliDieD dalUr sprecheD sollten. Da meine Annahme bypothetisob 
ist, so soll sie für beide Grundlinien unv^ändert gelten. Die erste Zu«- 
sammenstelluDg wird jetzt 



r 


q{r.I) 


«(♦•.//) 


a 

ß 

Y 
a 
b 


+1 
+1 
+1 





+(1.39954) 
—(0.99202) 


—(3.63778) 
+(3.48857) 



WO die a und b gegenüberstehenden Zahlen , dem Art. 120 gemäss , die 

Werthe von ^ und + -j- sind. Da der obigen Hypothese zufolge 

das Gewicht der Grundlinien a= (2000)^ gesetzt werden muss, während 
das der Winkel = 1 ist, so ergiebt sich die folgende Zusammenstellung 



r 


f(r.I) 


/■(r,//) 


a 

ß 

y 

a 
b 


+1 
+ 1 

+ 1 





+(1.39954) 
—(0.99202) 


—(7.03572—10) 
+(6.88651-10) 



Hiemit werden nach und nach 

(/,/) = 3 , (/.//) « 



.15.274, (//.//) = 733.11 

+ 0"8001 

+(8.59390) 



i[a) = +1"785 , 
z{ß) s= +0.415, 
z(y) = +0.800 , 

o = 39» 59' 58"21 5 , 
/? si 64 59 59.585 , 
y = 75 2.200 

Diese Werthe der Winkel sind keine volle Hundertstelsecunde von den 
vorher erhaltenen verschieden , und die Aenderungen der Grundlinien 
höchst unbedeutend. Auch die Summe der Fehlerquadrate hat sich un- 



4.010 

z{a) Ä — 0'"000044 
z{b) = +0.000030 

a = 1000'"000044 
6 = 1409.977970 
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bedeuleod verkleinert, indem sie nur 0.011 kleiner geworden ist, wie 
bei der vorhergegangenen Behandlung dieser Aufgabe. 

125. 

Um einen zusammengesetzteren Fall vorzuführen nehme ich an, 
dass im Dreiecksnetze, welches die folgende Figur darstellt, die einge- 
schriebenen Winkel und Seiten gemessen seien, die ich so gewählt habe, 
dass nur drei Bedingungsgleichungen vorhanden sind. 




Die erhaltenen Werthe seien die folgenden, 

a = 40« 0' 0"00 

ß = 

r = 

d = 



e 

e 

a 
b 



65 0.00 
75 3.00 
29 45 0.00 

66 30 0.00 
111 40 0.00 

31 0.00 
lOOO'^OOO 
1409.978 



d s= 1353.567 



R< 
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Die beiden ersten Bedingungsgleichungen sind nun dieselben wie im 
vorhergehenden Beispiel, und die dritte wird 



sin y sin <f sin C 






sin a sin (J-l-<) sin B 

Femer wird ' 

F{1) = -hS'OO , F(//) = +41 . F(///) = -27 

— (1.39954)(Ja + (0.751 iS^y + (1.59267)()(J + (0.36283)^6 

— (0.92244)(^f — (1.54458)()Ö — 27 = 

und man bekommt, wenn die Seiten unveränderlich angenommen 
werden, 



r 


9{r,l) 


9ir.Il) 


ii'-.iii) 


a 


+ 1 


+(1.39954) 


—(1.39954) 


ß 


+ i 


—(0.99202) 





Y 


-Hl 





+(0.75142) 


d 








+(1.69267) 


B 








+(0.36283) 


c 








—(0.92244) 


e 








—(1.54458) 



iU) = 



-.3, (/,//) = +15.274, (/,///) =— 19.450 


(//,//) = 726.02 , (//.///) = - 629.63 




(///,///) = 3496.9 


(/) = 


+ 0''9045 


(//) = 


+(8.88837) 


(///) = 


+(8.66273) 


W = 


4.642 


z{a) = +1"691 


z{d() =z +1''801 


z(ß) = +0.145 


z{e) = +0.106 


z(y) = +1.164 


z{S) = -0.385 




z{6) =s: —1.612 


hrscheinlichsten Werthe 


a = 39« 59' 58"309 


d = 290 44' 58"1 99 


/? = 64 59 59.855 


« = 66 29 59.894 


y = 75 1.836 


C =111 40 0.385 




Ö = 31 1.612 
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426. 

Nimmt man auch auf die AenderungeD der Seiten oder Grundlinien 
dieses Beispiels Rücksicht , und nimmt das Gewicht derselben eben so 
an wie oben, so ergeben sich die folgenden Zusammenstellungen 



r 


g{r,i) 


• q{r,n) 


qir.ni) 


nr.I) 


f(r,in 


nr,m) 


a 


H-i 


+(1.39954) 


— (1.3995 i) 


+1 


+(1.39954) 


-(1.39954) 


ß 


+ 1 


(0.99202) 





+1 


—(0.99202) 





r 


+ 1 





+(0.751 42) 


+1 





+(0.76142) 


Ö 








+(1.59267) 








+(1.59267) 


e 








+(0.36283) 








+(0.36283) 


s 








—(0.92244) 








-(0.92244) 


e 








-(1.54458) 








—(1.54458) 


a 





—(363778) 


+(3.63778) 





—(7.03572) 


+(7.03572j 


b 





+(3.48857) 








+(6.88651) 





d 








—(3.50630) 








-(6.90424) 



(/./)=. 3, (/.//) = 


+15.274, (/.///) = 


— 19.450 




(//.//) = 


733.11 . (//,///) » 


—634.35 






(///.///) = 


3504.2 




(/) 


= +0*9065 






m 


= +(8.88453) 






{III) 


= +(8.66071) 






w 


s 4.626 




z(a) 


= +1"681 , z{d) : 


= +r792 . 2(a) :« 


— 0"»0000335 


m 


s= +0.154, z{e) : 


Ä +0.106 , 2(6) = 


+0.0000590 


*w 


= +1.165, z(f) = 


= —0.383 , z(d) « 


—0.0000367 




z{e): 


= — 1.604 




und die wahrscheiolicbsten Werthe 






a = 39» 59' 58*319 , d = 29« 44' 


58*208 




/? = 64 59 59.846 , « :s 66 29 59.894 




y = 75 1.835 , f = 111 40 


0.383 






s= 31 


1.604 




a = 


1000'"0000335 






b = 


1409.9779410 






d » 


1353.5670367 
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Diese Werthe der Winkel sind von deneo des vor. Art. höchstens 0''01 
verschiedeD , und die Verbesserungen der Seiten oder Grundlinien sind 
wieder sehr klein. Auch die Summe der Fehlerquadrate ist durch die 
Zuziehung der Aenderungen der Grundlinien nur 0.016 kleiner ge- 
worden. 

127. 

Das Messen von mehr wie Einer Grundlinie in einem Dreiecksnetze 
trägt wesentlich zur genaueren Bestimmung der einzelnen Stücke des- 
selben bei, und darf daher nie in einem Netze von bedeutender Aus- 
dehnung unterlassen werden. In der Ausgleichung des Dreiecksnetzes 
spricht sich diese grössere Genauigkeit dadurch aus, dass die Gewichte 
der Unbekannten grösser werden, und die Yergrösserung dieser kann in 
einzelnen Fttllen bedeutend werden. Um hievon ein Beispiel zu geben, 
will ich annehmen, dass in dem Dreiecksnetze, welches im Vorher- 
gehenden zum Hauptbeispiel gedient hat, und im Art. 91 abgebildet ist, 
die beiden Seiten (1)(3) und (2)(i) direct gemessen worden seien. Aus- 
ser den bisherigen sechs Bedingungsgleichungen erhalten wir jetzt eine 
siebente, und diese ist die im Art. 1 03 erhaltene Relation zwischen den 
beiden eben genannten Seiten , die aber jetzt wie folgt gestellt werden 
muss, 

sin [a;(8)|-x(4)i-0^^U0] sin [a;(8)3-a;(8)8-0^^an] ^^ (2) (4) ^ 

Um diese Sache möglichst kurz behandeln zu können will ich anneh- 
men, dass die für diese beiden Seiten oder Grundlinien erhaltenen 
Werthe dieselben seien die a. a. 0. erhalten wurden, woraus die Folge 
ist, dass die oben für die Winkel dieses Dreiecksnetzes erhaltenen, 
wahrscheinlichsten Werthe sowohl wie die Summe der übrig bleibenden 
Fehlerquadrate dieselben bleiben müssen. 

128. 

Das Differential der eben aufgestellten neuen Bedingungsgleichung 
ist nun 

— 45.454 dj:(2)3+45.454da?(3)3+24.79ida:(1)4— 24.794(^^(2),-21.1«0 

indem die Substitution der Werthe der y{r)^ des Art. 89 in diese Bedin- 
gungsgleichung 
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F{Vn) = —21.1 

giebt. Die Tafeln der ArtL 93 u. 94 bekommeD jetzt in Bezug auf die 
neu eingeAlhrte Bediogungsgleicbung die folgenden Zusätze, 



r 
1 

2 
3 
4 

a 
b 


( 


log 9(r,K/i), 


log nir.VlI), 


log Q{r,VU), 


\oif(r,VII), 


1 


0.02641» 
0.02641 


0.02641» 
9.98535 
9.14832 
9.01038 


8.68071» 
8.88316 
7.64415 
7.80770 


7.38719» 

8.54988» 

8.92007 

7.88050 

7.80770 


1 
2 
3 
4 


2 


1.31378» 
1.31378 


1.31378» 
1.31378 


9.92461» 
9.90906 


9.92461» 
9.33596» 
9.21035 
9.90906 


1 
2 
3 


3 


1.65757» 
1.65757 


1.65757» 
1.65757 


0.21572» 
0.53379 


0.21572» 
0.53379 


1 
2 
3 


4 


1.39436 
1.39436» 


1.39436 
1.39436» 


0.34363 
0.21235» 


0.34363 
0.21236» 


1 

2 
3 


5 


= 


— 


= 





und hieraus ergeben sich die folgenden Werthe der Goefficienten der 
Endgleichungen, die denen des Art. 95 hinzuzufttgen sind, 

(/,V//) = +1.2603 , (V,V//) = +0.4577 

(IIJII) = —1.6457 , {VIJII) = +2.8900 

{IIIJII) = +1.0885, (VIIJH) = 359.35 

HVJII) s —0.1398 

Die Ergänzung der Auflösung der Endgleichungen giebt nun 

(7), = —(0.47740) , (7)4 = — '(0.06444) 

(7)2 = +(0.59234) , (7)5 = —(9.97330) 

(7)3 = -(0.24687) , (7)6 = -(1.83334) 

(y//,V//,6) = (2.19962) , Ä, — /Je = 0.000001 = 

{VII) = +0.00024 = 
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die sich den , auf ähnliche Weise bezeichneten Grössen des Art. 95 an- 
schliessen. Aus diesen Werthen von {VII) und Äy — Äe, welche = 
zu erachten sind, zeigt sich die obige Behauptung bestätigt, dass sowohl 
die Werthe der Unbekannten , wie die Sunome der Fehlerquadrate un- 
verändert bleiben. 

129. 

Im Art. 103 fanden wir das Gewicht der Seite Warte -Wachsen- 
burg, oder (2)(4), in sofern dieselbe aus der Seite Seeberg -Inselsberg, 
oder (1)(3), bestimmt wird, = 341.2, es folgt aber aus dem Art. 52, 
dass dieses Gewicht jetzt unendlich gross gefunden werden muss. Um 
zu zeigen , dass die Rechnung es jetzt in der That so giebt , ist zu be- 
merken, dass dem im Art. 103 erhaltenen Werthe von S der Werth des 
Gliedes 

(VII, VII) 

hinzugefUgt werden muss , und die Rechnung weiter keine Aenderung 
erleidet. Nun findet man aber leicht aus den vorhergehenden Zahlen- 
angaben 

{VIIM) = +1.54558, (V//,M,6) = +0.68116 
hieraus 

Wsf = 0.0029301 
und wenn man diesen Werth dem a. a. 0. für S erhaltenen hinzufügt 
S = 0.0066477 = R 

folglich 

P = oo 
wie es sein muss. 

130. 

Um an einem Beispiel zu zeigen wie gross die Vergrösserung des 
Gewichts unter Umständen werden kann, soll das Gewicht der Seite 
Seeberg -Warte, oder (1)(2), in Bezug auf die Seite Seeberg - Inselsberg, 
oder (1)(3), berechnet werden. Der Ausdruck ist, mit Weglassung der 
sphärischen Ueberschüsse , die hier nicht in Betracht kommen , da die 
genaue Berechnung der Seite selbst fllr unsern Zweck überflüssig ist, 

(M\(9\ Sin [a?(8)a~a;(1)3] sin [x{i]n,^x(i),i] (m\[o\ 

Vl\^) — sin [a?(l)2-ir(^)2] »in [a?(3)5-a;(2)5] ^^^ ' 
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Da hieraus mit awreichender Genaoigkeit 

log (1)(2) = 4.09301 

folgt, 80 giebt die Differentialion 

II « coDSt. + 0"'029241(>[(2), — (1)s] + O^l 37781 «^((2)5 — (1)»] 
— 0.079774<J[(3)2 - (l)»] - . 007235<J((3)s — (2)»] 
folglich 

[MA)i s: -1-0.079974 
(lf,3)2 s= —0.079974 
(3f,4), » —(8.20315) 
(Jf.l), s — 0.29241 
A » 

{IM) = —0.001507 
(//,lf) « —0.005319 , 
IniM) — +0.01 4220 . 
{IV,M) = +0.003884 , 
{V,M) = +0.000564 , 
(F/.Jtf) s —0.004330 , 

P « 

Dieses ist das Gewicht der Seite Seeberg -Warte, wenn man annimmt, 
dass nur die Grundlinie Seeberg -Inseisberg vorhanden ist, nimibt man 
hingegen an, dass auch die Grundlinie Warte -Wachsenburg gemessen 
worden ist, so kommen zu den vorstellenden Grössen noch 

(F//,M) ra —0.12806 , (y//,Jlf,6) = +0.41955 

hinzu, und es werden 

5 » 0.0036554 
P = 4105 

also das Gewicht beinahe sechs Mal grösser. 

Im Allgemeinen verhalt sich diese Sache so. Deukt man sich ein 
aus einer grossen Anzahl von Dreiecken bestehendes Netz und nur Eine 
gemessene Grundlinie, so werden, unter sonst gleichen Umstan- 
den, die Dreiecksseilen, die in der Nahe der Grundlinie liegen, die 
grösslen Gewichte bekommen, je weiter aber eine Dreiecksseite von der 
Grundlinie entfernt ist, desto kleiner wird ihr Gewicht ausfallen. Stellt 
man sich nun vor, dass möglichst weit von jener entfernt eine zweite 



, {if.2), = 


: +0.029241 


. (Jf,1)5 = 


= —0.137781 


(M,2). = 


: +0.145016 


(3f.3)5 = 


s —0.007235 


0.0038990 




(//,lf,1) 


0.005582 


(///.M,2) 


s +0.011898 


{IV,M,B) 


= +0.007640 


{V,M,i) 


s +0.002903 


(r/,jf,5) 


= —0.008790 


0.0025438 




738.0 
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Grandlinie gemessen werde , so werden zwar die Gewichte aller 
Dreiecksseiten vergrössert werden, aber die bedeutendste Vergrösserung 
der Gewichte wird die Dreiecksseiten treffen, die in der Nähe der zwei- 
ten Grundlinie liegen, und vorher die kleinsten Gewichte bekamen; 
eben so verhalt es sich wenn mehr wie zwei Grundlinien gemessen 
worden sind. 

131. 

Mit dem Vorhergehenden steht der Fall in der engsten Beziehung, 
dass man ein auszugleichendes Dreiecksnelz an ein benachbartes, schon 
ausgeglichenes, anschliessen will. Man kann nemlich immer zwischen 
der Anschlussseile des benachbarten Netzes und der nächsten Grund- 
linie des auszugleichenden eine Bedingungsgleichung von derselben 
Form, wie die des Art. 119, aufstellen, in welcher im letzten Gliede 
statt der einen Grundlinie die Anschlusslinie eintritt. Diese Bedingungs- 
gleichung ist den übrigen, die das auszugleichende Dreiecksnetz dar- 
bietet, hinzuzufügen , und eben so wie diese zu behandeln. Da die An-* 
Schlussseite genau dargestellt werden muss , so ist im Differential dieser 
Bediogungsgleichung das Differential der Anschlussseite gleich Null zu 
setzen. 

132. 

Die vorstehenden Betrachtungen ftihren uns auf einen Fall hin, der 
einer gleichen Behandlung unterworfen werden kann. 

Wenn das auszugleichende Dreiecksnetz sehr gross ist, so kann es 
sich ereignen , dass die Zahl der Bedingungsgleicfaangen so gross wird, 
dass eine völlig rationelle Berechnung derselben nach dem im Vorher« 
gehenden entwickelten Verfahren ihres grossen Umfanges wegen prak- 
tisch unausführbar wird , imd an die Grenze des Unmöglichen strdft. 
In diesem Falle kann man das ganze Netz in so viele Abtheilungen thei* 
len , dass für jede derselben die Ausgleichung gewiss praktisch ausführ- 
bar wird. Die erste Abiheilung wird nun ohne Abänderung so ausge- 
glichen, wie im Vorhergehenden erklärt ist, für alle übrigen Abtheilangen 
führe man aber die oben erklärte Bedingungsgleichung ein, wodurch be- 
wirkt wird , dass die Anschlussseite denselben Werth bekommt, wie in 
der vorhergehenden Abiheilnng, und da man annehfoen muss, dass in 
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einem so grossen Dreiecksnelze mehrere Grundlinien gemessen worden 
seien, so wird die Bedingungsgleichung zwischen der Anschlussseite 
und einer in den vorhergehenden Abtheilungen noch nicht benutzten 
Grundlinie aufzustellen sein. 

Durch dieses Verfahren wird nun zwar nicht in aller Strenge die 
Summe der mit ihren Gewichten muUipIicirten Fehlerquadrate zu einem 
Minimum gemacht, aber der sich für diese Summe ergebende Werth 
wird sehr wenig grösser sein, wie das Minimum. 

Es liegt hier der Satz zu Grunde, der so häufig in der angewandten 
Mathematik benutzt wird, nemlich in den Fallen, wo sich der strengen 
Behandlung einer Aufgabe imübersteigliche Hindernisse entgegen stellen, 
eine genäherte Auflösung Platz greifen zu lassen. 

Uebrigens werden bei dem hier erklärten Verfahren alle vorhan- 
denen trigonometrischen Bedingungsgleichungen vollständig erfüllt, und 
man kann daher das mit den obigen Modificalionen ausgeglichene Drei- 
ecksnetz fernerhin eben so wie jedes andere, völlig strenge ausgeglichene, 
benutzen. 



§. 6. ReeapitalatioB der nur Ausgleichiuig eiies Dreiecknetfes 
erforderlichea Vorsdiriftei iu4 Forneki« 

133. 

Es sind zwar im Vorhergehenden alle Vorschriften und Formeln 
zum angeführten Zwecke ausführlich abgeleitet und erklärt worden , al- 
lein es ist nicht zu vermeiden gewesen , dass sie abgesondert von ein- 
ander an verschiedenen Stellen sich beBnden , da die Erklärungen and 
Beweise zwischen denselben eingeschaltet werden mussten. Es scheint 
daher von Nutzen zu sein , diese Vorschriften und Formeln hier neben 
einander gestellt nochmals anzurühren. Der grösseren Einfachheit wegen, 
und weil es am häufigsten so angenommen werden darf, werde ich hier 
annehmen, dass auf jeder Station allen Einstellungen oder Beobachtungen 
dasselbe Gewicht, welches = 1 zu setzen ist, beigelegt werden darf, 
aber den Fall nicht ausschliessen , dass auf verschiedenen Stationen den 
einzelnen Beobachtungen ein anderes Gewicht beigelegt werden muss. 
Sollte auf einer und derselben Station der Fall eintreten , dass verschie- 
denen Beobachtungen verschiedene Gewichte beigelegt werden mllssten, 



V 
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so bietet diese Abhandlung in ihrem vorhergegangenen Inhalt das Ver- 
fahren dar, welches anzuwenden ist. 

134. 
Allgemeine Vorbereitung der Beobachtungen. 

Die einzuführenden Bezeichnungen sollen im Allgemeinen dieselben 
sein, die im Vorhergehenden bei der Berechnung des Beispiels ange- 
wandt worden sind. Es sollen also, um das wiederholte Hinschreiben 
oft langer Namen zu vermeiden, oder der Unbestimmtheit vorzubeugen, 
die durch eine Abkürzung dieser Namen entstehen könnte , sowohl die 
Stationen, wie die auf jeder dieser beobachteten Richtungen mit in 
Klammern eingeschlossenen arabischen Zahlen bezeichnet werden; 
letztere sollen auf jeder Station mit der Eins anfangen , und es sollen 
denselben, wo eine Unterscheidung nothwendig wird, rechts unten als 
Index die Stationsnummern in kleinerer Schrift angehängt werden. Bei 
ausgedehnten Triangulationen kann man sich ein für alle Mal ein Ver- 
zeichniss anlegen, welches neben den Namen aller Dreieckspunkte , und 
den auf jeder derselben beobachteten Richtungen, die Stations- und 
Richtungsnummern enthält, wodurch jedem Irrthum vorgebeugt wird. 
Man kann auch diese Nummern in die Karte des Dreiecksnetzes ein- 
tragen. 

Es sollen nun namentlich, wenn r die Richtungs- und s die Stations- 
nummern bezeichnen, gleichwie im obigen Beispiel, 

{r\ der vorläufig angenommene Werth irgend einer Richtung, 
w{r\ die durch die Ausgleichung auf der Station erhaltene Verbes- 
serung von (r)^, und 
y{r)^ das Resultat dieser Ausgleichung 

bedeuten, so dass 

yW, = (0, + Hr\ 
wird. Im ganzen ersten Theile der Auflösung kann man die Stations- 
nummer weglassen, und sich begnügen (r), w;(r), y{r) zu schreiben, wenn 
nur die Stationsnummer ein für alle Mal angegeben wird. 

135. 

Nachdem auf irgend einer Station die Messungen (oder die Beob- 
achtungen der Richtungen) vollendet sind, kann man in Bezug auf diese 

Abbandl. d. K. 8. Gesellsch. d. Wiwensch. XUI. 55 
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schon den ersten Theil der Auflösung unserer Aufgabe, nemlich die 
Ausgleichung auf dieser Station , ausführen , ohne dass man die VoUen- 
düng der Messungen auf den andern Stationen abzuwarten braucht. 

Da die Beobachtungen selbst, von Gyrus zu Gyrus, immer so aus- 
geflihrt werden müssen, dass verschiedene Punkte des Kreises des 
Theodoliten in Anspruch genommen werden, so besteht die erste Arbeit 
darin , dass man zu den Originalbeobachtungen eines jeden Gyrus eine 
solche constante Zahl addirt, dass die Richtungen nach jedem Gegen- 
stande, der eingeschnitten worden ist, einander nahe gleich werden; es 
ist zweckmässig diese Gonstanten ausserdem so zu wählen, dass die 
Richtungen nahe die Azimuthe der Gegenstände darstellen. Die Azi- 
muthe muss man immer vom Südpunkt des Horizonts nach Westen durch 
den ganzen Umkreis zählen. « 

Man theile nun alle beobachteten Gyri je nach den in denselben 
eingeschnittenen Richtungen derart in Gruppen, dass in jeder die- 
ser dieselben Richtungen ohne Lücken enthalten sind. Die Beobach- 
tungen einer jeden Richtung jeder Gruppe für sich addire man , nehme 
hierauf eine dem Mittel dieser Summe beiläufig entsprechende Zahl als 
vorläufigen Werth der Richtung an, und ziehe das entsprechende Viel- 
fache derselben von der Summe der Richtungen ab. Die erhaltenen 
Unterschiede stelle man für die verschiedenen Gruppen von Gyris tabu- 
larisch so zusammen , dass jede Columne die Resultate Einer Gruppe 
enthält, und die Beobachtungen jeder Richtung, neben dem vorläufig 
angenommenen Werthe dieser letzteren, eine Zeile bilden. 

Unter der Bezeichnung p, p, p^ , etc. stelle man jeder Columne 
die Zahl der Gyri, aus welcher die in derselben enthaltenen Summen 
bestehen, voran, die nachher die denselben beizulegenden Gewichte 
sind; auch füge man die arithmetischen Mittel aus den Zahlen jeder 
Columne hinzu. 

Seien a, a , a\ etc. die Summen der einzelnen Beobachtungen der 
Richtungen der erst in Betracht gezogenen Gruppe von Gyris; a , o/, ff", 
etc., <T , a ', <y ", etc. etc. die Summen der weiter in Betracht zu ziehenden 



Grappen, 




o -p .(<) = «, a' -p .(2) = *'. 


a' —p . (3) = «• , etc. 


«-!',.(<) = *. < -;., .(2) = «',, 


«,-p, -(3) = *",, etc. 


ö. -/>„.(<)-*,. «'„ - p„ . (2) - «',. 


«".-^„•(3)««^ etc. 


etc. 


etc. 
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s = *, + < + *", + 

«=»„ + *'. + »".+. 

etc. 



und 



s 



s. 



M = -^ , 3f ' = 



M" = 



3l 



etc. 



wenn m, m^, m^, etc. die Zahl der Richtungen bezeichnen, die in jeder 
Gruppe eingeschnitten worden sind , dann wird die Tafel den folgenden 
Inhalt bekommen, 



(2) 

(3) 
etc. 



Vorl. Werthe. 



Anzahl d. Beob. u. die Summeo dieser, 



P 



8 

H 

8 

etc. 



M 



p. 



8 

'i 
8 

8 

etc. 



8 

tt 

8' 

"n 

8 

etc. 



M 



etc. 



etc. 
etc. 
etc. 
etc. 



etc. 



etc. 



etc. 



etc, 



WO aber in den verschiedenen Golumnen die Stellen derjenigen Summen 
leer bleiben werden , die den Richtungen angehören , die in der betr. 
Gruppe von Gyris nicht eingeschnitten worden sind. Beispiele dieser 
Tafel findet man in dem Art. 84 u. d. f. 

Die Summirungen, die hier verlangt werden, müssen sorgfältig 
ausgeführt wei;den , aber in Folge der vorangegangenen Vorbereitungen 
sind sie einfach, da man bei jeder Richtung nur auf die Secundea und 
deren Bruchtheile Rücksicht zu nehmen braucht, und am häufigsten auch 
die Zehnersecunden entweder gar nicht, oder höchstens ihre Unter- 
schiede zu beachten nöthig hat. Bei der Bestimmung der vorläufigen 
Werthe der Richtungen ist nur darauf zu sehen, dass sie ohngeftihr dem 
Mittel der eben genannten Summen entsprechen. 

Den im Vorhergehenden enthaltenen Entwickelungen und Erklä- 
rungen zufolge sind nun 

pl = 8 —M, pl' = 8' —M 

pl^=8,-M,. pl\=8\-M, 

pl = 8 —M , pV = 8' —M 
etc. 



pl" ^s' ^M , 


etc 


pf, = s\ - M, , 


etc 


pl" = s' -M , 

^11 tt ff // ' 


etc 


etc. 
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Diese Unterschiede trage man in eine zweite Tafel ein, die auf ent- 
gegengesetzte Weise anzuordnen ist wie die erste, nemlich so, dass jede 
beobachtete Richtung ihre Columne bekommt, und die Resultate einer 
jeden Gruppe von Gyris eine Zeile bilden. Jeder Gruppe fllge man die 
schon oben erklärten Gewichte, nebst den P und den Quotienten ^ bei, 

und in ihrem unteren Theile setze man die {Ix) und die Q an. Auch 
versehe man jede Gruppe von Gyris mit seiner laufenden Nummer. Der 
Inhalt dieser Tafel ist also der folgende. 



Nr. 


«) 


(*) 


(8) etc. 








1 


Pl 


pi- 


Pi 


etc. 


P 


P 


|)»:i» 


2 


Pl. 


p}\ 


Pi' 


etc. 


P. 


P 


P\ •■ P. 


3 


pA 


p}\ 


P/„ 


etc. 


P. 


P 


P\--P. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 




(te) 


[Is] 


(te") 


etc. 













Q 


0" 


etc. 









in welcher , wie in der ersten Tafel , die entsprechenden Stellen leer 
bleiben werden. Auch von dieser Tafel findet man in dem Art. 84 u. 
d. f. Beispiele. 

Dem Vorhergehenden zufolge ist nun 

{Ix) = pl + pl^ + pl^ H- . . . 

{h') = pv + pi; + pr + . . . 

{y) = pV + pr + pr + ... 

etc. 
zwischen welchen die Bedingungsgleichung 

{Ix) + {bf) + {lx'') + ... = 
stattfindet. Die jP, P , etc. bestehen aus dem Produkt des betreffenden 
p in die Anzahl der in derselben Zeile vorkommenden beobachteten Rich- 
tungen, und die Q, Q\ etc. sind die Summen der p, für welche in der 
betreffenden Columne beobachtete Richtungen vorhanden sind. Zur Con- 
trole kann hier die Bedingungsgleichung 

P + P + P + etc. = + (y + 0" + etc. 
benutzt werden. 
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136. 

Es sind hierauf die folgenden Goef&cienten zu berechnen, 
[pp) = der Summe der Quotienten -^ aller derjenigen Gruppen von 
Gyris, in welchen die Richtung (1 ) eingeschnitten worden ist, 
(pp') ^ der Summe der Quotienten ~- derjenigen Gruppen , in wel- 
chen die Richtungen (1 ) und (2) beide eingeschnitten worden 
sind, 
[pp") = der Summe u. s. w. Richtungen (1] und (3) beide u. s. w. 
etc. 



{pp) = der Summe u. s. w. Richtung (2) u. s. w. 
[pp) = der Summe u. s. w. Richtungen (2) und (3) beide u. s. w. 
etc. 



[pY) =s der Summe u. s. w. Richtung (3) u. s. w. 
etc. 

bis alle auf der Station eingeschnittenen Richtungen erschöpft sind. Zur 
Controle dieser Rechnung dienen die Gleichungen 

iPP) + iPP) + (pp) + . . . = 
ipp) + [pp) + [ppl + . . . = Ö' 
ipp) + {p'p) + ipY) + ... = (?" 

etc etc. 

Die allgemeinen Vorbereitungen der Beobachtungen , welche beiden im 
Vorhergehenden entwickelten Verfahrungsarten gemeinschaftlich sind, 
können hiemit als beendigt betrachtet werden . und es muss nun jedes 
Verfahren besonders vorgenommen werden. 

137. 

Erstes Verfahren. 

1) Erster Theil der Auflösung, oder die Ausgleichung auf den Stationen. 

a) Wenn auf der Station in jedem Gyrus alle Richtungen eingeschnitten 

worden sind. 

Die allgemeinen, im Vorhergehenden erklärten, Vorbereitungen 

fallen bis auf die erste derselben weg, die sich darauf beschränkt , dass 

man zu den Originalbeobachtungen eines jeden Gyrus eine solche con- 



768 P. A. Hansen, [<98 

stante Zahl addirt, wodurch die Beobachtungen einer jeden Richtung 
nahe einander gleich werden , und nahe die Azimuthe darstellen. Man 
nehme hierauf aus den Beobachtungen einer jeden Richtung das arith- 
metische Mittel ; diese Mittel sind ohne Weiteres die mit y{r) zu bezeich- 
nenden Resultate der Ausgleichung auf solchen Stationen. Nennt man 
ferner die Anzahl der einzelnen Gyn p, so ist das Gewicht 

;, = (1,1) a= (2,2.1) = (3.3.2) «= etc. 

welche Grössen im zweiten Theile der Auflösung gebraucht werden. 
Es wird hier Überdies 

(«.«) = 
Wenn auf einer Station nur zwei Richtungen eingeschnitten worden 
sind, so tritt immer der gegenwartige Fall ein, der daher im Folgenden 
nicht betrachtet zu werden braucht. 

ß) Wenn auf der Station nicht in jedem , oder in keinem , Gyrus alle 
Richtungen eingeschnitten worden sind, so sind vor Allem alle, in 
den Artt. 134 — 136 erklärten, Vorbereitungen auszuführen, und 
darauf die folgenden Berechnungen vorzunehmen. 

a) Wenn auf der Station drei Richtungen eingeschnitten worden 
sind, 



rechne man 



Af- y ippjppiip'p") 



iPY) ' («0 ' (»1 

(1.1) « +iV* -(pp) 

(2.2.1) « O' + iV'» -(p>') 

(3.3.2) - 0" == ^"« - (p>-) 
zu deren Controle man auch 

(1,1) s NSN 

(2.2.1) « N'SN 

(3.3.2) - N"SN 

rechnen kann, wo SN sss N + N" + N'" ist. Hierauf werden 

«(<) - -^ 
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zu deren Controie 

N . w{i) + N' . w(2) + N" . w{3) = 

dient. Die Grösse (//) wird am dienlichsten nach dem folgenden Aus- 
druck berechnet, 

H- etc. 

dessen Anordnung seinen Grund in dem Inhalt der im Art. 1 35 erklär- 
ten zweiten Tafel findet. Endlich wird 

(tt,3) = (//) - (te) . fi;(1) - {Ix) . w{2) - {Ix') . tt;(3) 

— (m (to)' (to^)' (fa/r 

— W ^ (4j) ~ (8,2,4) -^ (3,8,2) 

Ausser den y(1), y(2), y(3) werden auch die CoefiBcienten 

(1,1), (2,2,1). (3,3,2) 

im zweiten Theile der Auflösung gebraucht werden 

6) Wenn auf der Station vier Richtungen eingeschnitten wor- 
den sind. 
Die drei Grössen N, N\ N" werden wie unter a) berechnet , und 
ausserdem 

if — ^ 

hierauf 

(1,1) = + iV2 _ {pp) . (2,2,1) = Q' + N'^ - {pp) 

(2.4,1) = N'N'^' - (pp") 

(1,^ « {Ix) , (2,/,1) = (te') 



(3,3,2) = Q'+N"^-{pp) , (i,4,1) = 0'" + N"'^ - (p>'") 

(3,4,2) = N-ÜT'' - {pY) , 

(3,/. 2) = {h") . (*,U) = (te'") 

Zur Controie dienen hier 

(1,1) = iV^iV 

(2,2,1) + (2,4,1) = N'I^N 

(3.3,2) + (3,4,2) = N":^N 

(2,4.1) + (3,4,2) + (4,4,1) = N"'SN 
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wo 2'N = N -i- N' + N" + N'" ist. (//) wird wie unter o) berechnet. 
Ferner 

{ii,\) = iit) + H,t)x' 



f — (2,8,<) ' * — (»,S,4) 

(4.4.2) = (4,4,1) -1- (2,4,1)/ 
(4,i,2) = (4,/,1) +{%l,i)r" 

{11,2) = («.1) +(2./,1)/ 

'" (8.4,*) m («.<.«) 

»' — (3,8,») ' * — (8,8,«) 

(4.4.3) = (4,4,2) + (3,4.2)/" 
(4,/,3) = (4,/,2) +(3,i,2)/' 

(«.3) = («,2) -I- (3./.2)r 
'»• (*.<,») 

* — (4,*, 8) 

(«,4) = (f/.3)-|-(4.f,3)/ 

r = r" 



worauf 



- id(1) = x 

- «,(2) - / + xT 

- «,(3) = x" + //' 

- Mi) = / 
werden. Zur Controle dient hier 

N.w{i)+N' . w{i) + N" . w{3) + iV'" . ii;(4) = 

Im zweiten Theile der Auflösung werden ausser den j^(1), etc. nur 

(1,1), (2,2,1), (3,3,2), (1,4,3), ß^\ f 

gebraucht. 

c) Wenn auf der Station fünf Richtungen eingeschnitten wor- 
den sind. 

Die drei Grössen N, N\ iV" werden wieder wie unter «) berechnet, 
ausserdem 






und hierauf 
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(1,1) ^ Q + N^- {pp) , (2,2,1) = 0' + N'' - iPP) 

(2,4.1) * ITN'" - (/)>'") 

(2.5,1) = N'N'' - ip'p") 

(1./) ^ (Ix) {2,l,\) = (te') 

(3,3,2) = 0" + JV"* - {p"p') , (4.4,1) = 0'" + N""^ - ip-'p") 

(3.4,2) = N"N" - (pY) , (4,5,1) = N-'N" - {p"'p") 

(3.5.2) = N"N" - (p"p") , (4,M) = M 
(3,/,2) = (ir") 



(5,5.1) = (T + N"' - ifp") 
(5,/.1) = {y) 

zu deren Controle die Gleichungen 

(1,1) - N^N 

(2.2,1) + (2,4.1) + (2.5.1) = N'SN 

(3,3,2) + (3.4,2) -t- (3,5.2) « iV"^iV 
(2,4,1) + (3.4.2) + (4,4.1)'-|- (4.5,1) = N"':SN 
(2,5.1) + (3,5,2) + (4,5,1) + (5,5,1) ^ iV'^iV 
dienen , vfo i:N ^ N -h N' ■*- N" + Ni" + N" ist. {U) wird immer 
wie unter a) berechnet. Femer werden 

V ^^ ^^ — * ^ — 

(K.1) = {tt) + ii,l)x 



y — " (M,<) ' "" («,«.<) ' * ~ (*.».<) 

(4.4.2) = (4,4,1) + (2.4,1)/ 
(4,5,2) = (4,5,1) -»- (2,5,1)/ 
(4.^.2) = (4,/,1) +(2,M)/ 
(5,5,2) = (5,5.1). -|-(2,5.1)<r" 
(5.^.2) = (5,/.1) +(2,^,1)*" 
-(//.2) = («.1) + (2,M)«" 



'" («,«,«) s'" (8.5,«) ." (».1.«) 

f — (8,8,4) ' ^ — (3.8.«)|' * — (8,8,4) 

(4.4,3) = (4,4.2) + (3,4,2)/' 

(4,5,3) = (4,5,2) + (3,5,2)/' 

(4./,3) := (4,1,2) +(3.^2)/' 

(5.5,3) :^ (5,5,2) -I- (3,5,2)r 

(5,f,3) = (5,/,2) -t- (3,/.2) r 

(«,3) =(«.2) +(3.i.2)/' 
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(J" ^ - 


(♦,».8) 


,, (*,l,a) 


(5.5,4) 
(5,U) 


=: (5.5,3; 

= (5,/,3) 


) + (4.5,3)<J"' 
-l-(4./,3)r 


(«.*) 


- (M,3) 


+ (4,/.3)/ 


(M,5) 


= («.*) 


(8.5.*) 

+ (5,U)/ 


r = / 




*'" + dy 


worauf man 






- w{i) -. 

- w{%) = 

- «(3) = 

- «,(4) . 


= X 

n 

- X 


+ «V + xf 
X -^xiT 


- 11,(5) = 


a 


V 

t 



bekommt, und die Gleichung ' 

N.w[\)^N' . w{%) + iV" . tr(3) + iV'" . w[k) + iV" id(5) = 
zur Controle dient. Ausser den y[\ ), etc. werden noch die CoefBcienten . 

(1,1). (2,2,1), (3,3,2). (4,4,3), (5.5,4) 

A". r. /?". y". <>" 

in dem zweiten Theile der Auflösung gebraucht. 

Ans dem Yorhei^henden Idsst sich schon vollkommen erkennen, 
wie verfohren werden muss , wenn auf der Station mehr wie fiinf Rich- 
tungen eingeschm'tten worden sind. Zur deutlicheren Uebersicht will 
ich jedoch noch die Ausdrücke für die ß, /, etc., die hinzukommen , fbr 
zwei Fälle anführen. 

d) Wenn auf der Station sechs Richtungen eingeschnitten worden 
sind, 

so kommen zu den vorfaergehenden Shnlichen Ausdrücken noch die fol- 
genden hinzu 



/?' 


= 






+ 


.y 


-1- 




f 

r 


= 




e 


-*- 


IV m 

«y 


+ 


r • 

«y 


f 


SB 








IT 


-•- 


f<r 
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e) Wenn auf der Station sieben Richtungen eingeschnitten worden 
sind, 
so kommen zu den vorhergehenden ähnlichen Ausdrücken noch die fol- 
genden hinzu 

/f' = r +fT+fT+r/ 

/'= r + sY'+cY+cY 

« = ? + f « 

u.^s. w. wenn mehr Richtungen eingeschnitten worden sind. 

In Bezug auf die N ist zu bemerken , dass ihre Berechnung unmög- 
lich wird , wenn zuftillig eine oder zwei der drei Grössen (pp'), {pp"), 
[pp) Null sind. Aber in diesem Falle kann man durch Aenderung der 
zuerst angenommenen Reibenfolge der Richtungen immer bewirken, 
dass die N bestimmbar werden. Auch kann man oftmals dieses dadurch 
möglich machen , dass man ohne die Reihenfolge der Richtungen zu än- 
dern , die oben mit M bezeichnete Wurzelgrösse aus anderen [pp) bil- 
det*). 

Die auf den verschiedenen Stationen erhaltenen Werthe der (//,ii), 
wo n die Anzahl der auf der Station eingeschnittenen Richtungen be- 
zeichnet , werden addirt , und ihre Summe mit W^ bezeichnet. Hiebei 
kann indessen eine Modißcation eintreten, die im nächsten Artikel er- 
klärt werden wird. 

Will man ausserdem noch die Werthe der u,u , u , etc. kennen 
lernen, so dienen dazu die Gleichungen (65), die unter den hier statt- 
findenden Annahmen allgemein ausgedrückt werden können. Bezeich- 
nen wir mit m die laufende Nummer irgend einer der Gruppen von Gy- 
ris , und mit u{fn), oder schlechtweg ti(m) den derselben zukommenden 
Werth von u, so bekommen wir allgemein 



*) So hatte man z. B. im Art. 84 ohne die Richtungen (3) und (i) mit einan- 
der zu vertauschen 

und demzufolge 



iT SS N'" =s " 

setzen können, wodurch derselbe Zweck erreicht worden würe. 
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u{m) = — -g^ Sw{r) 

in welchem Ausdruck aber nur diejenigen w{r) aufgenommen werden 
dürfen , die in der betr. Gruppe von Gyris wirklich beobachteten Rich- 
tungen zukommen. Man kann , wenn man es für nöthig halten sollte, 
sich dieser Grössen zur Gontrolirung der, wie oben gezeigt wurde, be- 
rechneten Werthe der {ll,n) bedienen , denn man findet aus dem Vorher- 
gehenden leicht , dass auch 

(II n) = jo^ [Pm^xl^M + «^W) - Pm-lC\ P 

ist, wo das eine Summenzeichen sich auf die auf der Station vorhande- 
nen Gruppen von Gyris , und das andere sich auf die vorhandenen Rich- 
tungen bezieht. 

138. 

Im Art. 133 ist des Falles Erwähnung geschehen, in welchem den 
Beobachtungen verschiedener Stationen verschiedene Gewichte beige- 
legt werden müssen ; dieser soll jetzt in Betracht gezogen werden. 

Wenn auf allen Stationen dasselbe Instrument und dieselben Beob- 

« 

achter, oder gleich gute Instrumente und Beobachter von gleicher Qua- 
lität verwendet worden sind , so liegt in der Regel kein Grund vor die 
Beobachtungen irgend einer Station für mehr oder minder genau zu hal- 
ten als die der andern Stationen« und man kann allenthalben, wie im 
Vorhergehenden angegeben ist, das Gewicht jeder einzelnen Beobach- 
tung ^ 1 setzen. Sind dagegen auf verschiedenen Stationen Instrumente 
oder Beobachter verschiedener Qualität verwendet worden, oder ist 
beides der Fall gew esen , so sind aus diesem Grunde die Gewichte der 
Beobachtungen dieser Stationen zu modificiren, und überhaupt die Beob- 
achtungen der verschiedenen Stationen in Bezug auf das Amen beizule- 
gende Gewicht in verschiedene Gattungen zu theflen. Man kann dem- 
ungeachtet bei der Ausfilhrung der im Vorhergehenden erklärten Rech- 
nungen auf allen Stationen den einzelnen Beobachtungen das Gewicht 
^ I beilegen, und die einfachen Aendeningen, die vorzunehmen sind, 
bis zum Beginn des zweiten Theils der Auflösung verschieben. Um diese 
Aenderangen zu ermitteln kann man auf die folgende Weise verfebren. 

Man muss sich eine möglichst grosse Anzahl von unabhängigen 
Beobachtungen vet^chiedener Winkel verschaffen . und diese Beobach- 
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tungen mttssen abtheilungsweise mit denselben Instrumenten und den- 
selben Beobachtern, die zur Triangulation verwendet Mrorden sind, aus- 
geführt worden sein. Wenn die Triangulation von nicht zu kleiner Aus- 
dehnung ist, so können die bei derselben beobachteten Richtungen zu 
diesem Zwecke dienen. 

Aus den Beobachtungen einer jeden Gattung und eines jeden Win- 
kels nehme man das arithmetische Mittel , ziehe dieses von einer jeden 
einzelnen Beobachtung ab , und berechne daraus auf bekannte Art das 
Quadrat des mittleren, zu befürchtenden, Fehlers. Man nehme nemlich 
die Quadrate der eben genannten Unterschiede , addire diese , und divi- 
dire deren Summe mit der Anzahl der Beobachtungen weniger der An- 
zahl der Unbekannten , welche letztere hier für jeden Winkel = 2 ist. 
Aus den so fUr jede der vei*schiedenen Gattungen von Beobachtungen 
erhaltenen Resultaten nehme man wieder die arithmetischen Mittel, wor- 
auf die umgekehrten Verhältnisse dieser die Verhältnisse der den ver- 
schiedenen Gattungen von Beobachtungen beizulegenden Gewichte 
geben. 

Man habe zum Beispiel bei einer der vorhandenen Gattungen von 
Beobachtungen für die verschiedenen Winkel die Summen s, 8, b\ etc. 
der Fehlerquadrate erhalten , wobei die Anzahl der Beobachtungen die- 
ser Winkel m, ni, m\ etc. seien , dann setze man 



u ss= 

und 



* u — '' u" — 


X. ' «tc. 


m-i ' ** — m'-i > " — 


u+u'+u"+ etc. 





n 

wenn n die Anzahl der u bedeutet. 

Für eine andere Gattung der vorhandenen Beobachtungen habe 
man ebenso erhalten 

u,-hu/-^u/'-h etc. 

für eine dritte Gattung von Beobachtungen 






U ^s — U ^s — '- u :^ — pfp 



^" = z 



u. s. w. wenn eine grössere Anzahl von Beobachtungsgattungen vor- 
handen ist. Bezeichnet man nun mit \, n, , n.,y etc. das jeder einzelnen 
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Beobachtung dieser verschiedeoeD BeobachtuDg^gattungen beizulegende 
Gewicht, so werden 

TT, = -— , n„ =i ■— , etc. 
»'/ ^f 

Je grösser die Anzahl von Beobachtungen ist , die man auf diese 
Art untersucht hat , desto sicherer wird das vorstehende Resultat. 

Ist daher vorläufig bei den Ausgleichungen auf den Stationen, auf 
jeder derselben das Gewicht der einzelnen Beobachtung =1 gesetzt 
worden , so bleiben zwar für diejenigen Stationen , auf welchen die 
Beobachtungsgattung, welcher v zugehört, vorhanden ist, alle nach den 
vorangegangenen Ausdrücken berechneten Grössen unverändert, aber 
auf den Stationen, aufweichen andere Beobachtungsgattungen vorhan- 
den sind, mttssen einige der nach dem Vorhergehenden erhaltenen 
Grössen mit Zahlen ti, , 7i„ , etc. multiplicirt werden. 

Die Grössen, die dieser Verbesserung bedürfen, sind die Coefß- 

cienten 

(i,1)., (2,2,1),, (3,3,2),, etc. und (//,n). 

statt deren man in den folgenden Rechnungen die Produkte 
(<,1),.^., (2,2,1).. TT,, (3.3.2),. ;r„ etc. («,«),. ;r, 
anwenden muss, wenn n, denjenigen Werth der ti, , n„, etc. bezeichnet, 
welcher den Beobachtuj»gw d^ Station 9 zukommt. Weiter ist aus die- 
sem Grunde keine Aenderung vorzunehmen. 

# 

439. 

1 

2) Zweiter Theil der Auflösung. 

Dieser ftingt damit an . dass man die Bedingungsgfeicfaungen , die 
das Dreiecksnetz darbietet ermittelt und aufstellt; ich verweise dafür auf 
den Inhalt des Art. 91 . In die Bedingungsgleichungen sind die Resul- 
tate der Ausgleichungen auf den Stationen , oder mit anderen Worten 
die Bögen y{r)g zu substituiren , und die Resultate dieser Substitutionen, 
nach der Reihenfolge , in welcher man die Bedingungsgleicbusgen auf- 
gestellt hat , mit 

F(/), F(//). F(///),etc. 

zu bezeichnen. Ausserdem sind die Differentiale der Bedingungsglei- 
chungeo zu bilden , und die Coef&cienten denselben nameriscb za be* 
rechnen ; ich verweise hiefür auf den Inhalt des Art. 92 , und wieder- 
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hole dabei , dass man die Coefficieolen jeder Bedingungsgleichung ins- 
gesammt, nebst dem dazu gehörigeD F, vor ihrer Anwendung mit jeder 
beliebigen Zahl multipliciren darf. Man kann diese Eigenschaft dazu 
benutzen um entweder die Goefficienten der Seitengleichungen , die ge- 
wöhnlich ursprünglich grösser sind , als die der Winkelgleichungen, die- 
sen ohngefähr gleich zu machen , oder umgekehrt die Goefficienten der 
Winkelgleichungen denen der Seitengleichungen ohngefähr gleich zu 
machen. Diese Goefficienten sind tabularisch zusammen zu stellen, und 
ihnen die Bezeichnung 

q{rJ)s, q{rjr)s, q{rJJl)s^ «t^- 

zu geben, in welcher r die Richtungsnummer, ^ die Stationsnummer, 
und /, //, ///, etc. die Nummern der Bedingungsgleichungen sind. Der 
Art. 93 giebt ein Beispiel dieser Zusammenstellung. Es werden ferner 
a) Wenn auf der Station alle Richtungen in jedem Gyrus eingeschnit- 
ten worden sind, 

tj{i,I). = q{i,I). 

,(8,/). = 9(2./). 

tii^,!), = 9(3,/), 

etc. 

0(1./). = 

Ö(2,/). = 

0(3,/). = 

fiij). = 0(1,/), 

f{%I). = 0(2,/), 

A3,/), = 0(3,/). 

etc. 

Diese Ausdrücke sind durch allmählige Vertauschung der / mit den //, 
///, etc. auf alle Bedingungsgleichungen auszudehnen, auch ist, wie in 
allen folgenden ähnlichen Ausdrücken, wo nöthig, auf die im vor. Art. 
erklärten Zahlen rtg Rücksicht zu nehmen. 

ß) Wenn auf der Station nicht in jedem , oder in keinem, Gyrus alle 
Richtungen eingeschnitten worden sind. 
a) Wenn auf der Station drei Richtungen eingeschnitten worden 
sind , 



1«,i), 
(*.*), 


_ 9{*.D. 
P 


v(.i.n. 


P 


(».8,8), 


P 
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,(i,/). = q{i,I). 
,(2./). = q{%,I). 
,(3,/). = ,(3./). 

fH,I). = 0(1./). = ^ 

f{2,I). = 0(2,7). ^ ^^ 

f{S,I). = 0(3./). = '^^ 

die auch, wie eben erklärt, auf alle Bediogungsgleicbungen auszudeh- 
nen sind. 

6) Wenn auf der Station vier Richtungen eingeschnitten worden sind» 
so werden 

,(1,/). = qH,I), 
,(2,/). « q{%I), 
,(3./). = g(3,/). 
i?(i,/), == /?.'". g(2./), + y/'. ?(3./).+ ?(4./). 

/•(1./). =0(1,/). 

/•(2,/). = 0(2./). +Ä"'.0(4,/). 

A3./). = 0(3./).+ y;".Ö(4./). 

fiUl = 0(4./). 

die auch auf alle Bedingungsgleichungen auszudehnen sind. 

c) Wenn auf der Station fünf Richtungen eingeschnitten worden sind, 
so kommt zu den unter 6} angegebenen, mit f]{rj)s bezeichneten Grös- 
sen hinzu, 

,(5,/). = /?.\g(2,/). + y."'.g(3,/).+r.9(4,/). + </(5,/). 

za den Q{r,I), kommt hinza 

WA - -SS; 

und die f{r,I)t werden nach den folgenden Ausdrücken berechnet, 

/•(i,/).= Q{iJ). 

f{%,I). = 0(2,/). + /?.'". 0(4./).+ /?.'\ 0(5,/). 

A3,/). = 0(3,/). -I- y.'". 0(4,/). + Y'"' 0(5,/> 

/•(4,/).= 0(4./). + r. 0(3./). 

/■(5,/). = 0(5./). 
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die selbstverslSlDdiich auch auf alle Bedingungsgleichungen ausgedehnt 
werden müssen. Man erkennt hieraus vollkommen , wie zu verfahren 
ist, wenn auf der Station mehr wie fünf Richtungen eingeschnitten wor- 
den sind. 

Auch die numerischen Werthe aller vorstehenden HülfsgrOssen sind 
zur Erlangung einer klaren Uebersicht tabularisch aufzustellen, wie 
oben am Beispiel gezeigt worden ist. 



liO. 

Die Berechnung der Goefficienten der Bndgleichungen , die nun an 
die Reihe kommt, kann auf viererlei Weise ausgeführt werden. Bezeich- 
net man diese Goefficienten mit (/J), (/,//), etc. (//,//), etc. etc., wo die 
römischen Zahlen sich wieder auf die Bedingungsgleichungen beziehen, 
so werden erstens 

(/,/) = ^}0(1,/), .7,(1,/), +0(2./), .i?(2,/). +0(3,/), .,(3,/), +...{ 
(/,//) = ^{0(1,1/), .iy(1./), +0(2,//), .»j(2./), +0(3.//). .#,/), +...{ 
(/.///) = ^{0(1 ,///),. .?(1,/), +0(2,///),.i?(2,/), +0(3,///),.iy(3,/), +...| 

etc. etc. 

(//,//) = ^{0(l,f/),.,(i7/), +0(2J/), .i?(2J/),+0(3,//^^ 
{mir} = ^|Ö(1,///),.,(1,fl), +0(2,ff/),.,(2,l/), +0(3,/7/),.,(3,tf), +...} 

etc. etc. 

{IIUII) = S\Q{i MI)s.fi (1 MI)s+Q{UII)s . i?(2,///),+0(3.///), . ^(3,///),+ . . . } 

etc. etc. 

etc. etc. 

bis alle Bedingungsgleichungen erschöpft sind. Die zweite Art diese 
Goefficienten zu berechnen ergiebt sich aus der ersten , wenn man darin 
die Q und die tj mit einander vertauscht. Rechnet man diese GoefScien- 
ten auf diese beiden Arten, so wird dadurch nichts weiter controlirt, 
wie die Divisionen , durch welche man die Q erhalt. Die dritte Berech- 
nungsart geschieht durch die folgenden Ausdrücke, 

(/,/) = i'jAI,/), .qH,I), +A2,/), .9(2,/), +/'(3./), -9(3,/), +...} 

(/.//) = ^\f{^,I)s .<7(1 ,//),+/•(«,/), .<7(2,//), +/(3,/), .9(3,//), +...J 

(/,///) « -S' {/•(<,/), .9(1,///),+A2,/), .9(2.///),+A3./), . 9(3.///),+ . . . I 
etc. etc. 

Abhindl. 4. K. 8. Ge*eU>eh. d. WitMDieh. XIII. 56 
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{UM) - S\f{iJI), .qH,n),+mjIl.q{%n),+n3M), .q{Z,U),+...\ 
{11,111) « ^-mM)s . 9(1 .///),+ A2.//),-9(2.///),+A3,tf). .9(3,ff/),+ ...{ 

etc. etc. 

(///.///) = -F \f{i JII), . qH JII)s+mMI)s . q{%UI)s+mMI)s . ?(3,fl/),+ ... I 

etc. etc. 

etc. etc. 

und die vierte Art erhält man durch die Vertaoschung der f und der q 
mit einander in den vorstehenden Ausdrücken. Rechnet man diese Coefß- 
cienten beides durch die erste und die dritte Art, so werden dadurch 
nicht blos diese selbst, sondern auch alle Hül&grössen des vor. Art. 
controlirt. 

Wie man sieht haben die Ausdrucke für alle hier erforderlichen 
Grössen die Eigenschaft, dass sie stationsweise berechnet und aufge- 
stellt werden können. Die Grössen des vor. Art. bleiben in Bezug auf 
die einzelnen Stationen von einander abgesondert , für die Coefficienten 
dieses Art. müssen die Resultate, die jede Station liefert, addirt wer- 
den , wie das Summenzeichen 2 anzeigt. 

141. 

Die Gleichungen, denen die Coefficienten des vor. Art. angehören, 
sind, wenn die Unbekannten derselben mit (/), (//), (///), etc. bezeich- 
net werden, die folgenden, 

(/,/)(/) + (/,//)(//) + (/,///)(///) + = F{I) 

(/,//)(/) + (//,//)(//) + {iiMi)ini) +,... = F(//) 
(/,///)(/) + [luiiyii) + [niin){iu) + = f[ui) 

etc. etc. 

und ihre Anzahl ist der Anzahl der Bedingungsgleichungen gleich. Ehe 
wir an ihre Auflösung gehen ist eine wesentliche Bemerkung einzu- 
schalten. 

In jedem Dreiecksnetze von einiger Ausdehnung wird sich ereig- 
nen , dass eine Anzahl der Coefficienten der vorstehenden Endgleichun- 
gen gleich Null werden , und je grösser das Dreiecksnetz ist, desto mehr 
wird dieses der Fall sein. Als Folge davon können in diesen Gleichun- 
gen mehr oder minder grosse Ltlcken eintreten, sonemlich, dass in der 
einen und der andern derselben eine Reihe von aufeinander folgenden 
Coefficienten Null werden , und hierauf wieder einige vorkoaunen , die 
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nicht Null sind. In Bezug auf die Richtigkeit der Auflösung hat dieser 
Umstand nun nicht den mindesten EinOuss , aber man kann sich dessel- 
ben bedienen , um die Arbeit , die die Auflösung erfordert , abzukürzen. 
Zu dem Ende ist nichts weiter zu tbun, wie die Reibenfolge, in welcher 
man die Bedingungsgleicbungen des Dreiecksnetzes zuerst aufgestellt 
hat , so zu andern , dass die CoefiBcienten , die nicht Null werden , mög- 
lichst nach vorne geschoben werden, so dass sie vom ersten anfangend, 
eine möglichst ununterbrochene Reihe bilden. Es wird hiedurch nicht 
blos die Auflösung dieser Gleichungen , oder die Ermittelung der Werthe 
der Unbekannten derselben , sondern auch die Berechnung der Gewichte 
mögHchst abgekürzt. 

Wenn es sich nun nur um *die Ermittelung der Unbekannten han- 
delt, so braucht man die Nummern« die den Bedingoogsgleichungen an- 
fänglich gegeben worden sind , nicht zu ändern , will man aber auch die 
Gewichte berechnen , so thut man wohl die Nummern der Bedingungs- 
gleichungen so zu ändern , dass sie nach der beschriebenen Versetzung 
wieder die fortlaufende Zahlenreihe /, //, III, etc. bilden. Ohne diese 
Aenderung würde man sich leicht in den Gliedern der Ausdrücke der 
Gewichte , die aufzunehmen sind , irren können. Dass mit dieser Aende- 
rung der Numerirung der Bedingungsgleichungen auch die entsprechende 
Aenderung in der Bezeichnung der Unbekannten (Numerirung dieser) 
und der Grössen des vorvor. A^. eintreten muss, versteht sich von 
selbst. 

142. 
Die Auflösung der Bndgleichungen des vor. Art. ist die bekannte, 
allein da die im Verlaufe dieser Abhandlung eingeführten Zwischengrös- 
sen derselben bei der Berechnung der Gewichte wieder gebraucht wer- 
den, so wird es nötbig, die in den Artt. 46 u. 49 gegebene Auflösung 
in dieser Recapitulation , in den hier eingeführten Bezeichnungen ausge- 
drückt, mit aufzunehmen. Zu berechnen sind 

wi — — -(7;7r' Wi jfjT^ W^ \fjr^ ••• 9^» — "»"-(7;7r 

(//,//.1) = (//,//) + (/,//)(2), 
(//,///,1) = (//,///) + (/,///)(2), 

(//JV,1) = {HIV) + (/,/F)(2)i 

etc. 

F(/J.1) « F(//) + F(/)(2), 

Ä6» 
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{Iimii) « (///,//7) + (/,///)(3), 

(///,/F,1) » {injV) + (/./F)(3), 
etc. 

F(///,1) = F(///) + J^/)(3), 

~{ivjv^i)'= (/y,/F) -«- (/,/F)(4), 
etc. 

F{IY,i) = F{IV) + fl(/)(4), 



etc. bis 

Äi = F{I)q>i 



(///,/ff,2) =» (niniX) + {n,in,\){s), 

(//r,/F,2) = (i7/,/F,1) + (//,/V,1)(3), 
etc. 

F(//7,2) = F{in,i) + F(//,1)(3)i 



(/F,/F,2) » (/F,/F,1) + (//./F.1)(4), 
etc. 
F(/F.2) = F(/F.1) + F(//,1)(4), 

etc. bis 

Ä, = i?, + F(//.4)92 

/IX mjVj*i » ^ _ . F(///.«) 

\*/» •"" {ui,iu,t) ' — '^^ — "*" liii,in,t) 

(/F./F,3) = (/F,/F.2) + (///,/F,2)(4), 

etc. 
F(/F,3) = F(/F,2) + F(///.2)(4), 



etc. bis 

Äj = Äj + F{in,i)g,i 



etc. bis 

A4 = Äs + F(/F,3)g)« 

etc. bis F, 

wenn ^ die Anzahl der Endgleichangen bezeichnet. 

Diese Goefficienten habe ich so angesetzt, wie ich die Berechnung 
derselben ausznfllhren pflege . und die mir die einfachste Weise zu sein 
scheint. Allein man kann diesen Ausdrücken dadurch , dass man die 
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Grössen {IIlIII,i), (///,/F,4), etc., die nur als HttirsgrOssen zur Berech- 
nung' deijeoigen Goei&cienten , die später gebraucht werden, dienen, 
eliminirt , scheinbar eine kürzere Form geben , die obgleich sie bei der 
numerischen Rechnung keinen Yortheil gewährt, doch die Uebersicht, 
namentlich wenn von den ursprünglichen Goefficienten (/,//), (i,//i), etc. 
{11,111), etc. etc. eine Anzahl gleich Null sind, erleichtert. Diese Form 
ist die folgende , in welcher alle Goefficienten für fünf Gleichungen voll- 
ständig ausgeschrieben worden sind , und die weggelassenen etc. Zei- 
chen leicht ergänzt werden können. 

(//.//.1) = (//.//) +(J.J/)(2)i 

(//,//r,i)= (//,///) +(/.//7)(2)i 

(///,/JJ.2) = (JJJ,J//)-i-(/,JJJ)( 3)i-t. (//,///.1)(3)2 

(//,/F.1) = (//,/F) +(/,i,F)(2), 
(7//,/F,2) =: (///,/F) + (/./F)(3),+ (//,/F,i)(3), 
(/F,/F,3) « (/F,/F) H-(J.JF)(i)i+(JJ./F,1)(4),+(/J/,/F.2)(4), 

(/r,F,1) = (//.F) +(/,F)(2)i 

(///.F.2) = (/7/.F) +(/,F)(3)t+(/7,F,1)(3), 

(/F,F.3) = {IV,V) +(/,F)(4)» -!-(//, F,1)(4)2 +(///, F.2)(4), 
(F,F,4) = (F,F) -!-(/. F)(5)i +(g,F,1)(5)2 -i- (J/J. F. 2)(5)3 -|-(JF,F,3)(5)« 



F{II,^) = 


F(//) 


+ FilMi 










F(///,2) =r 


F(///) 


+ F{m)i 


+ fl//.1)(3). 








F(/F,3) = 


/^(/»^) 


+ F(/)(4), 


+ F(//,l)(4), 


+ F(///.2)(4), 






F(F.4) = 


F{V) 


+ ^(/)(5)i 


+ F(//,1)(6), 


+ F(///,2)(5), 


+ F(/F.3)(5)4 




Ä5 = 




F(I)g>, 


+ F(/l,1)9., 


+ F(///,2)^ 


+ F(/F,3)y4- 


4-F(F,4)y5 



Es wird nun zunächst die vollständige Summe der mit ihren Gewichten 

multiplicirten Quadrate der übrig bleibenden Fehler, wenn sie mit W 

bezeichnet wird, 

W = Wo -H Ä, 

wo Wq die Summe ist, deren Berechnung im Art. 137, und bez. im 
Art. 138 gezeigt wurde, und q wieder die Anzahl der Bedingungsglei- 
chungen bedeutet. Die obigen Endgleichungen sind ferner durch die 
obigen Rechnungen in die folgenden verwandelt worden, 

(/,/)(/) + (/,//)(//) + (/.///)(///) + ..,. = F(/) 
(//,//.1)(//) + (//.//7,1 )(///) + .... = F(//,1) 

(///,///,2)(//7) + = F(///,2) 

etc. etc. 
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deren Aufldsung durch die folgenden Ausdrücke bewirkt wird , die hier 
auch (Ur fiiaf Gleichungen voUetandig ausgeschrieben worden sind, 

(/)i = (pi + qp5.(5)i 
(//)i = 72 -f- 9>6 . (5)2 

{III)l — (P3 + ^5.(5)3 

(7)2= (/), + (/F)..(4), 

(77)2 = (77), + (7F),.(4)2 

(777)2 = (7/7)t-i-(7F)..(4)3 

(7)3= (7)2 + (777)2.(3), 
(77)3 = (77)2 -H (777)2.(3)2 

(7)4 = (7)3-1- (77)3.(2). 

{/) = (/)4 
(77) = (77)3 

(777) = (777)2 

{IV) - {IV), 

(V) « ^5 

und leicht zu erkennen geben, wie zu verfahren ist, wenn mehr wie 
fünf Gleichungen vorhanden sind. 

Man kann die richtige Ausführung der numerischen Auflösung da- 
durch prüfen, dass man die erhaltenen Werthe der Unbekannten (/), 
(//), (///), etc. in die ursprünglichen Endgleichungen substituirt, die da- 
durch erfüllt werden müssen. 

Schliesslich bekommt man die z(r)« durch den Folgenden allgemei- 
nen Ausdruck, 

2(r), = f{r,I),.{I) + /•(r,77)..(77) -I- f{rjn),.{ni) + .... 

und den wahrscheinlichsten Werth der Richtungen 2:(r)« durch den fol- 
genden, 

^W* = yW* — K^l 

womit die Auflösung der Aufgabe beendigt ist. 

Eine umfassende Gontrole des ganzen zweiten Theils der Auflö- 
sung entspringt aus der Eigenschaft, dass die z(r)«, wenn sie mit umge- 
kehrtem Zeichen statt der dx{r)M in die Bedingungsgleichungen substituirt 
werden, diesen Gnüge leisten müssen. Nur die Differentialquotienten 
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q{rj)s, q{rjl),, etc. bleiben dadurch uncontrolirt« von deren Richtigkeit 
man sich daher auf andere Art überzeugen muss. 

Will man ausserdem auch die wahrscheinlichsten Werthe der 
u{fn)t kennen lernen, so dient dazu der Ausdruck 

in welchem aber nur diejenigen z(m)* und w{r)s aufgenommen werden 
dürfen , die in der m*«» Gruppe von Gyris wirklich beobachtet worden 
sind. Durch Zuziehung dieser Wertbe der u{m\ kann man auf ähnliche 
Art, wie im Art. 137 in Bezug auf die Ausgleichungen auf den Statio- 
nen gezeigt wurde, den wie oben berechneten Werlh von W einer Con- 
trole unterwerfen, wenn man dieses filr nöthig halten sollte. 

143. 

3) Berechnung des Gewichts irgend einer bestimmten Function der 

Richtungen. 

Jeder bestimmten Function der Richtungen kommt ein bestimmtes 
Gewicht zu , welches durch die unten folgenden Ausdrücke berechnet 
werden kann. Unter den Functionen der Richtungen , deren Gewichte 
verlangt werden können, sind vorzugsweise beliebige Winkel und Seiten 
des Dreiecksnetzes zu verstehen, und diese können zwischen irgend 
zwei beliebigen Eckpunkten des Netzes gedacht werden ; auch kann es 
sich ereignen , dass die Gewichte einiger der Aggregate w(m), -h j?(r), ver- 
langt werden. Die Winkel sowohl wie diese Aggregate sind an sich 
linearische Functionen der Richtungen, und es sind daher in solchen 
Fällen in dieser Beziehung keine Vorbereitungen zu trefien , aber da die 
Seiten keine linearischen Functionen der Richtungen sind, so muss aus 
dem betreffenden Ausdruck die Differentialgleichung zwischen der Ver- 
änderung der Seite und den Vei^nderungen der sie bestimmenden Rich- 
tungen abgeleitet, und die GoefBcienten dieser müssen der ferneren 
Rechnung unterworfen werden. Für die Berechnung dieser Coefificien- 
ten verweise ich auf den Art. 1 03 , wo sie ausführlich erklärt worden 
ist. Bezeichnet man nun allgemein die Veränderung der Seite, oder des 
Winkels , oder des Aggregats, wie oben , mit J2, die unbestimmten Aen- 
derungen der in Betracht kommenden Richtungen mit dx{r),, und die 
GoefBcienten dieser Veränderungen mit k{r)^, so ist der allgemeine Aus* 
druck für J2. 
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wo das eine Summenzeichen sich auf r , und das andere sich auf s be- 
zieht , da sehr wohl die Richtungen von mehreren Stationen in Betracht 
kommen können. 

a) Wenn auf einer oder mehreren der in Betracht kommenden Sta- 
tionen in jedem Gyrus alle Richtungen eingeschnitten worden sind, 
so setze man Tür diese überhaupt 

(M,r), = Ä(r),, Q{M.r). = Jfi- 

ß) Wenn auf den in Betracht kommenden Stationen sich solche be- 
finden , auf welchen nicht in jedem , oder in keinem, Gyrus alle 
Richtungen eingeschnitten worden sind , und zwar 

a) Wenn drei Richtungen eingeschnitten worden sind, 

so sind zu setzen, 

{M,\). = &(1). 

(ir,2). = ft(2). 

(itf.3), » &(3), 

b) Wenn vier Richtangen eingeschnitten worden sind, 
so sind zu setzen und zu berechnen, 

{M,i). = &(1). 

(if,3), = m. 

(lf,4), = /?.'". fc(2), + y;".&(3). + fe(4). 

c) Wenn fünf Richtungen eingeschnitten sind, 

so kommt zu den unter b) angeführten Grössen noch die folgende hinzu, 

(if,5), = ß:.ki^), + r:-m. + ca(4). + k^i 

u. s. w. wenn Stationen in Betracht kommen , auf welchen mehr wie 
fünf Richtungen eingeschnitten worden sind. Setzt man hierauf zur Ab- 
kürzung, die unter a) ähnlich bezeichneten Grössen wo nöthig einge- 
schlossen, 

W^)' = l57]f' 0(^-2). -(O^/ ÖW), = |^^, etc. 
SO wird sogleich 

R = ^Q{M^y{M^), + Q{M,2)..{M.2)s -h 0(M,3),.(M,3), + ... } 

womit der erste Theil des gesuchten Gewichts gegeben ist. Um den 
zweiten Theil desselben zu erhalten , sind zuerst zu berechnen, 
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{lM) = ^MM^),.f,i\Jl +0(itf,2),.i?(2,/), +0(Äf,3),.,(3,/), +...! 

(//,Äf) = -S'iO(W,iU(i,//), H-0(J»f,2U(2,//), +0(3f.3),.,(3,//), + ...} 

(///,¥) = ^1 Q{M,il.tiH ,///),H-Ö(i»f,2),.iy(«,///),+(?(Jf,3),.,(3.///).+ ...} 

u. s. w. bis alle BedingungsgleichungeD des Dreiecksoelzes erschöpft 
sind. Aus den vorstehenden Grössen ergeben sich die folgenden, 

(//,M,1) = (UM) + (/,M)(2)i 

{niM.i) = {IHM) + (/,itf)(3)i 

{IVM^) = {IV,M) + {lM){i), 

etc. etc. 

(///,Äf,2) = (///,itf,1) + (//,M,i)(3)2 

(/y,jf,2) = (/y,Äf,i) + (//,Mj)(4)2 

etc. etc. 

(/F,Jlf,3) = (/F,Äf,2) + (///,Jlf,2)(4)3 
etc. etc. 

etc. etc. 

statt deren man sich auch der folgenden Ausdrücke bedienen kann, 

{IlM,i) = {HM) + (/,M)(2)i 
(///,M,2) = {IHM) + (/,M)(3)i H- (//,Af,1)(3)2 
(/y,Jlf,3) = (/y,i»f) + (/,Jlf)(4)i + {IlM,m)2 + {iiiM,m)z 
etc. etc. 

Nachdem man durch das eine oder das andere dieser beiden Sy- 
steme von Gleichungen die Grössen linker Hand berechnet hat , ergiebt 
sich 

^ ~ (/,/) "•" (II,II.i) "*■ (///,///,2) "■" (/F,/F,8) "■"••• 

und das gesuchte Gewicht P wird 

In Bezug auf die Berechnung der Hülfsgrössen (//,Jlf,1), {IIIM.9,), 
etc. aus den (/,itf ), (//,M), {IHM), etc. kann zu mehrerer Deutlichkeit 
bemerkt werden, dass sie genau dieselbe ist wie die, wodurch die 
Grössen F(//.1), F(///,2), etc. der Endgleichungen im Art. 142 aus den 
F(/), F(//), F(///), etc. berechnet wurden, wobei die Hülfsgrössen (2)i, 
(3)i, etc. (3)2, etc. etc. unverändert dieselben bleiben. 
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Ul. 

Zweites Verfahren. 

Da dieses Verfahren, dessen Erklärung im Art. 108 anfängt, sich 
nur wenig vom ersten unterscheidet, so kann ich mich hei der Aufstel- 
lung der anzuwendenden Ausdrücke kurz fassen. Der Hauptunterschied 
zwischen den beiden Verfahren besteht darin, dass bei dem gegenwär- 
tig in Rede stehenden auf jeder Station die Richtung, die man als die 
erste bezeichnet hat, gänzlich aus der Rechnung weggelassen wird, und 
statt dessen die Unterschiede zwischen den übrigen Richtungen und die- 
ser eintreten. Eine Folge davon ist, dass der dieser ersten Richtung bei 
der Bildung der Stationstäfelchen beigelegte beiläufige Werth zum de- 
finitiven wird , oder dass für jeden Werth von s 

x{i\ = y(1). = (1). , und wH). = <1), = 

werden. Eine andere Folge davon ist , dass man die Verbesserungen 
der genannten Unterschiede der Richtungen so betrachten kann , als wä- 
ren sie die Verbesserungen dieser Richtungen selbst , und also über-- 
haupt 

statt 

(r).-(1)., w{r).-w{i).. y(r),-y(1),, z(r),-z(1). , ..(r) -a<1), , 

schreiben darf. 

Dass die Vorbereitungen der Beobachtungen, die in den Artt. 1 34— 
1 36 erklärt wurden , gegenwärtig dieselben sind , wurde schon dort an- 
geführt, aber auch die Aenderungen der (2,2,1)., (3,3,2),, etc. (//,n),, 
wenn auf verschiedenen Stationen verschiedene Gattungen von Beob- 
achtungen angenommen werden müssen , bleiben dieselben , die im Art. 
138 erklärt wurden ; es braucht also in den folgenden Zusammenstel- 
lungen darauf keine Rücksicht genommen zu werden, sondern es kann 
auf diese angezogenen Artikel verwiesen werden. 

145. 

1) Erster Theil der Auflösung , oder die Ausgleichung auf den 

Stationen. 
a) Wenn auf der Statioq in jedem Gyrus alle Richtungen eingeschnit- 
ten worden sind. 

Die Vorbereitung ist ganz dieselbe als beim ersten Verfahren in 
diesem speciellen Falle , und die Werthe der y{r) sind wieder den arith- 
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metischen Mitteln aus den Beobachtungen der einzelnen Gyri gleich. 

Auch wird hier wieder 

(//,n) = 

wenn wie früher n die Anzahl aller eingeschnittenen Richtungen be- 
zeichnet. Aber die übrigen Abkürzungen , die das erste Verfahren dar- 
bietet, fallen hier weg. Die Gleichungen, die der erste Theil der Auf- 
lösung enthalt sind zu bilden , und aufzulösen. Nur werden diese Glei* 
chungen in dem hier betrachteten Falle einfacher, wie ausserdem. Nennt 
man wie früher, das Gewicht der einzigen Gruppe von Gyris, die jetzt 
auf der Station vorhanden ist, p, so werden die aufzulösenden Glei- 
chungen 

P ^Mä) - -f «(S) - -^«'(i) - etc. = 

- -f «»(ä) + P ^«»(3) - i-H^) - etc. = 

- i-M2) - -f «-(3) + ;, ^«,(4) - etc. == 

etc. etc. 

deren Anzahl n — 1 ist*). 

Die Werthe der Unbekannten w{2), w{3), etc., die diese Gleichun- 
gen geben ^ werden zwar Null, aber die Werthe der Coefißcienten 

(2,2,1), (3,3,2), etc. ^\ f, y\ etc. etc. 

die aus der Auflösung hervorgehen, treten im zweiten Theil der Auf- 
lösung unserer Aufgabe eben so ein , wie in den unten folgenden Fallen. 
Man findet leicht , dass die analytischen Ausdrücke dieser Coefißcienten 
im gegenwärtigen Falle die folgenden sind, 

(3,3.2) == p^J 



etc. 



*) Man bekommt nemlich hier 

0' = Ö" = Qf" = elc. = ,, 
ip'p) = {p'pl = etc. = {p"p") = etc. = etc. = -^ 
{Ix) = {Ix") = etc. = 
und daher zufolge des Art. 4 08 

(2.2) a= (3,3) = etc. = (2,2,1) = (3,3,4) = etc. = p"^ 

(2.3) = (2,3, 1) = etc. = etc. = — -?- 
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^^ = y'" = d'" = jjl^ 
etc. 
die für jeden Werth von n gelten *). 
ß) Wenn auf der Station nicht in jedem Gyrus, oder in keinem, alle 
Richtungen eingeschnitten worden sind, 
so sind alle im Vorhergehenden a. a. 0. erklärten Vorbereitungen eben 
so auszuführen wie beim ersten Verfahren , und darauf die folgenden 
Berechnungen vorzunehmen , die der Zahl der überhaupt eingeschnitte- 



p 



*) Ich führe noch an , dass die Unbekannten der obigen Gleichungen , wenn 
man auf der rechten Seite derselben bez. m', m", m"', etc. statt Null schreibt, die 
folgenden einfachen Ausdrücke haben, 

«,(2) = ««'+"•''+«"'+ • • • 

etc. 
die sich auf sehr einfache Weise beweisen lassen. Wenn man daher, statt die arith- 
metischen Mittel aus den Beobachtungen zu nehmen , und diese den y(r) gleich za 
setzen, die voUstSndigen Vorbereitungen, die im Vorhergehenden erklärt sind, in Be- 
zug auf den gegenwärtigen Fall ausführt; demzufolge die vorläufigen Werthe (4), (2), 
(3), etc. der Richtungen annimmt, für alle n Richtungen die m, m', m", etc. die 
Unterschiede zwischen den Summen der Beobachtungen und den entsprechenden Viel- 
fachen der (I), (2), (3), etc. bedeuten lässt, und diese so vorbereitet, dass 

m + m+m-l-m +... = 
wird, so werden die Ausdrücke der Unbekannten^ 

«(2) = ^ 
«,{3) =. ^=5L 

«(4) = 5^ 
etc. 
Hiemit lässt sich leicht in Betreff des gegenwärtig in Rede stehenden Verfahrens 
der Beweis führen , dass diese Arbeiten überflüssig sind , und dass man eben so wie 
im ersten Verfahren sogleich die arithmetischen Mittel aus den Beobachtungen für die 
Werthe der y{r) annehmen kann , wie oben verlangt wurde ; die Berücksichtigung der 
oben genannten Coefficienten kann beim gegenwärtigen Verfahren aber nicht vermie- 
den werden. 
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Den Richtongen entsprecheDd , entweder abzukürzen, oder weiter aus- 
zudehnen sind. 

Es sind zuerst zu berechnen 

(2.2,1) ^Q - ipp) 

(2.3.1) = - ip'p") 

(2.4.1) = _ ip'p"') 
etc. 

(2./,1) ^ {h') 

(3,3.1) = Q- (pY) 

(3,4.1) = - {p"p"') 
etc. 

(3.M) = jlx') 



(4.4.1) = Q" - {p"p") 
etc. 



(4.M) = {h'") 



etc. 



(//) wie oben Art. 1 37 ohne Ausnahme. 

In der Berechnung von (//) £iind nemlich die pl, die zur ersten 
Richtung gehören mit aufzunehmen, dieses und, in den Vorbereitungen, 
die Mitverwendung derselben zum arithmetischen Mittel aus der Summe 
der Beobachtungen einer jeden Gruppe von Gyris sind aber bei dem 
gegenwärtig in Rede stehenden Verfahren die einzigen Fälle, in welchen 
Grössen die dieser Richtung angehören , in die Rechnungen eintreten. 
Aus den obigen Goefficienten entstehen nun die folgenden Gleichungen 

(2,2,i)u;(2) + (2,3,1M3) + (2,4,1)«;(4) + .... = (2,/,1) 

(2,3,1M2) + (3.3,1)tt;(3) -h (3,4,1X4) + .... = (3,/,1) 

(2,4,1)i(;(2) + (3,4,1)u;(3) + (4,4,1)«;(4) + .... = (4,/,1) 
etc. etc. 

von welchen die unter a) erhaltenen einen speciellen Fall bilden. Die 
Auflösung dieser Gleichungen ist durch die folgenden Ausdrücke auszu- 
führen, 

P — («,«,<) » ^ — (J.ä,4) • ^ — (2,J,4) ' ^''*" ^ — (J,J,4) . 

(3.3,2) = (3,3,1) + (2,3,1)/?^' 

(3,4.2) = (3.4,1) + (2,4,1)/!^' 

(3,5,2) = (3,5,1) + (2,5,1)/?'' 

etc. 
(3,/,2) = (3,/.1) + (2,/,1)/S'' 
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(4,4.2) » (4.4.1) + {%iA)r" 

(4,5,2) ==(4,5.1) + (2.5,1)/ 
etc. 

(4.i.2) = (4,/.1) + (2,/,1)/ 



(5,5,2) = (5,5.1) + (2.5,1 )(J" 
etc. 

(5,/,2) = (5,/,1) + (2,^.1 )<J" 



etc. bis 

(ö,2) = (11) + {U\)x" 



,.-"_ (»,*,«) Jf" (».8.») ^,- '"_ (».<.«) 

' •" (8,B,8) » " — (8,8,2J ' *"*" * (8,8,8) 

(4.4.3) = (4.4,2) + (3,4.2)/" 

(4,5,3) = (4,5,2) + (3,5.2)/" 
etc. 

(4./,3) = (4,1.2) + (3.i.2)/" 

(5,5,3) = (5,5.2) + (3,5,2)r 
etc. 

(5,/.3) » (5./,2) + (3,/,2)r 



etc. bis 

{11,3) = («.2) + (3,^.2)/ 



" iMiST' ^*^- ^ Im;»! 

(6,5.4) ^ (5,5,3) + (4,5,3)«r 

etc. 

(5,1,4) « (5,/.3) + (4,/,3)(r 

etc. bis 

(//.4) == (tf,3) -I- (4./.3)/ 

* — (B,5,i) 



etc. bis 

(«,5) = (tt.4) + (5.U)/ 



etc. bis {U,n) 



Ferner sind zu berechnen 






/= <r" +0'" 

etc. 
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worauf man 

- »(2) = / + r^' + £f + Z^" + . . . 

_ «,(3) = /' + //" + /y'^ + . . . 

- «(4) =r / + /r + . . . 

- »(5) = / + . . . 

etc. etc. 

erhSilt. Wenn auf der Station drei Richtungen eingeschnitten worden 
sind , so kommt im zweiten Theile der Auflösung ausser den j/(r) und 
den Divisoren 

(2,2,1), (3,3,2) 

ohne Ausnahme noch die Grösse 

in Betracht. Wenn vier Richtungen eingeschnitten worden sind, so kom- 
men ausser den y(r) und den Divisoren 

(2,2,1), (3,3,2), (4,4,3) 
noch die Grössen 

f. f. r 

in Betracht. Wenn ftlnf Richtungen eingeschnitten worden sind , so 
kommen ausser den y{r) und den Divisoren 

(2,2,1), (3,3,2), (4,4,3), (5,5,4) 

noch die Grössen 

ß^\ r. r. ^\ y\ ^' 

in Betracht, u. s. w. Man erhält schliesslich, mit Ausnahme der y(1)« 

yW* — W* + «'W' 

Die Summe Wo sowohl wie die M(m)# werden eben so berechnet, wie 
bei dem ersten Verfahren , wobei nur zu bemerken ist , dass hier immer 
die tt;(1), ^ sind. 



U6. 

2) Zweiter Theil der Auflösung. 

Die Bedingungsgleichungen werden wieder eben so vorbereitet wie 
bei dem ersten Verfahren, nur werden in denselben alle 

*(1). = 
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gesetzt, wodurch die damit multiplicirten Glieder wegfallen. Es brau- 
cben nuD hier die beiden Fälle unter a) und ß) nicht von einander un- 
terschieden zu werden , da die Rechnungen in jedem derselben keinen 
Unterschied darbieten. Alle Ausdrücke müssen allgemein aufgestellt 
werden, da jetzt von keinem Gliede derselben im Voraus behauptet 
werden kann, dass es Null wird. Es sind zuerst für jede Station, fllr 
welche alle q nicht Null sind, die folgenden Ausdrücke zu berechnen, 

,(2,/). = q{U). 

ti{3,I), « ß:.q%I),+ q{Z,I), 
,(4,/). = ß;".q{%I)i + y;".?(3./). + ^(4./). 
,(5./). = ß:.q{2,I), +-yr.?(3,/). + d^.qiij), + g(5./). 
etc. etc. 

hierauf 

und dann 

^(2,/). = 0(2./). + ß.".QiS,I). + Ä"'.0(4,/). + /Sr.(?(5./). + . . . 

f{s,l), ^ Q{3,i). + r:".Q{i,i), + ^^.0(5,/). + . . . 

f{i.I). = 0(4./). + C.0(5./). + . . . 

/•(5./). = Ö(5./). + . . . 

etc. etc. 

Alle diese Grössen müssen durch allmählige Yerwandelung der / in //, 
///, etc. wieder wie im ersten Verfahren auf alle Bedingungsgleichungen 
ausgedehnt werden. 

147. 

Die Berechnung der GoelBcienten der Endgleichungen, und die 
Auflösung dieser wird nun hier genau eben so ausgeführt wie im ersten 
Verfahren, weshalb ich in dieser Beziehung auf den Art. 140 u. f. ver- 
weise. Schliesslich wird wieder allgemein mit Ausnahme von z(1), 

<r). = f{rJ)AI) + f{r,II).-m + f{rJn)Ain) + • • • 
und mit Ausnahme von x{i ), 

^r), = y(r). — z(r). 



\ 
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}¥Oiiiit die Auflösung der Aufgabe beendigt ist. Auch die Berechnung der 
wahrscheinlichsten Werthe der u{tn)g wird, wenn man diese kennen zu 
lernen wünscht, nach dem im Art. 1 42 angeführten Ausdruck ausgeführt. 

148. 
3} Berechnung der Gewichte. 

Da im Allgemeinen hier die Berechnung der Gewichte eben so 
ausgeführt wird wie bei dem ersten Verfahren , und nur die Aenderung 
eintritt, dass alle, etwa vorkommenden, sich auf die Richtungen x{i ), be- 
ziehenden Grössen wegzulassen sind , so brauchen die Ausdrücke , die 
im Art. 1 43 vollständig angegeben sind , nicht wiederholt zu werden. 
Aber eine Gattung von Fällen ist vorhanden, in welcher die Berechnung 
der Gewichte anders geführt werden kann , und daher die sich darauf 
beziehenden Ausdrücke hier aufzunehmen sind. Es sind diese die Fälle, 
in welchen das Gewicht irgend eines der Winkel x(r), — x{i)^ verlangt 
wird, die anders behandelt werden können, weil im gegenwärtigen Ver- 
fahren diese Winkel die eigentlichen Unbekannten der Aufgabe sind. 
Die im Vorhergehenden entwickelten Ausdrücke für die Berechnung der 
Gewichte der Unbekannten selbst sind , durch die hier eingeführte Be- 
zeichnung ausgedrückt, die folgenden. 

Es fällt nun nicht nur die Aufstellung der Function Jl, sondern es 
fallen auch alle Grössen weg , in deren Bezeichnung der Buchstabe M 
vorkommt. Zuerst ist die Grösse n{r)g zu berechnen, die für verschiedene 
Werthe von r verschiedenartige Ausdrücke bekommt. 

Für r = 2 ist 

^(2), = 
für r = 3 ist 





i 


+ 




+ 


/»,"" 
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(*,*,8), 
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(♦,♦.8), 
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(5,8.*), 
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(5,5,4), 



für r = 4 ist 
für r = 5 ist 

^(5)5 - (5,5,4), -••• 

u. s. w. wenn auf der Station mehr Richtungen eingeschnitten worden 

sind. Ferner sind filr jeden Werth von r, mit der Ausnahme r = 1 , zu 

berechnen, 
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f{r,n,i). = f{rM). + firJ)..{i\ 

f{r,ni,i). = firMI). + f{r,I), . (3). 

f{r,IV,\). ^ firJV), + f{r,I). . H\ 
etc. 



f{rjll2\ = f{rjlli)s + rMJ), . (3), 
etc. 



/(r,/F,3). = firJV^i). + r(r,/7/,2). . (4)s 
etc. 

die auch auf dieselbe Weise aufgestellt werden können, wie die anak^en 
Grössen des Art. \ 43, nemlich 

firJI,i), ^firJI), +f{r,T),.{% 
f{r,III,2), = firjll), + f{r,I)A3), + /•(r,//,1). .(3), 
f{r,lV,Z), = /•(r.iV), + /•(r,/)..(4). + /•(r.//.1)..(4), + firJU^Ui), 
etc. etc. 

und jedenfalls fortgesetzt werden müssen bis alle Bedingungsgleichungen 
erschöpft sind. Es wird hierauf 

M'Vh — (/,/; "•" (//,//j) ^ (///,///, 2) ^ {lV,ßr,B) "^ • • • 

und 

n 4 



5T(r),-^(r), 

wenn wieder P das gesuchte Gewicht bezeichnet. 

§. 7. Bereehniuig der mittlereii Fehler der dareh das fwhergeheide 
VerCdireii erkalteiieii ResaUate« 

149. 

Es sind mehrere Ausdrücke zur Berechnung des sogenannten 
wahrscheinlichen Fehlers einer Bestimmung vorhanden, aber von diesen 
nur der folgende in allgemeinem Gebrauch, 

wahrscheinl. Fehler = 0.67445 |/-^ 

wo W die Summe der mit ihren Gewichten multiplicirten Quadrate der 
übrig gebliebenen Fehler, und m die Anzahl der Bestimmungen oder 
Beobachtungen bedeuten. Ausserdem hat Gauss noch den Begriff des 
mittleren zu befürchtenden Fehlers, den man häufig auch schlechtweg 
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den mittleren Fehler nennt, aufgestellt, und durch den folgenden Aus- 
druck definirt. 



mittl. z. bef. Fehler = l/— ^ 



WO W und m dieselbe Bedeutung haben wie vorher, und n die Anzahl 
der von einander unabhängigen Unbekannten bezeichnet. 

Ohne mich in eine Discussion der inneren Gründe einzulassen , auf 
welchen diese beiden Ausdrücke beruhen, will ich blos die numerischen 
Werthe, die daraus in verschiedenen Fällen hervorgehen, mit einander 
vergleichen. 

Je grösser m bei unverändert angenommenem Werthe von n wird, 
desto mehr nähern sich die Werthe der beiden Ausdrücke einander, die 
beide, wenn m = oo wird, den Werth Null geben. Bei sehr grossem m 
in Bezug auf n können daher schon die Resultate beider Ausdrücke für 
einander gleich erachtet werden. Während dieses an der oberen Grenze 
stattfindet , bildet sich an der unteren Grenze ein ganz davon verschie- 
denes Verhalten. Betrachten wir, um dieses zu zeigen, den extremen 
Fall m s: n, nemlich den Fall, in welchem die Anzahl der vorhandenen 
Beobachtungen oder Bestimmungen der Anzahl der von einander unab- 
hängigen Unbekannten gleich wird. Die Methode der kleinsten Qua- 
drate schliesst diesen Fall nicht ans, denn die Gleichungen und sonstigen 
Ausdrücke, auf welche sie ftLhrt, finden in demselben, wie man oben 
gesehen hat, ohne Abänderung volle Anwendung. Es müssen daher 
auch die beiden hier aufgestellten Ausdrücke des wahrscheinlichen und 
des mittleren Fehlers ihre volle Geltung behalten. 

Da aber jetzt allen vorhandenen Beobachtungen vollkommen Gnüge 
geleistet wird, so bekommt man W = 0, und folglich wird nach dem 
ersten Ausdruck auch der wahrscheinliche Fehler dieser Bestimmung 
= 0, welches gewiss unrichtig ist. Im Ausdruck des mittleren Fehlers 
hingegen wird nicht nur W =s , sondern auch m s= n , und der Aus- 
druck giebt daher in diesem Falle den mittleren Fehler = -jf , das ist 
unbestimmt. Dieses ist das richtige Resultat, denn in dem Falle, der jetzt 
betrachtet wird, kann man weder den wahrscheinlichen noch den mitt- 
leren Fehler bestimmen, sie bleiben daher beide unbestimmt. 

Aus diesem Grunde muss in den Fällen , in welchen m nicht viel 
grösser ist wie n, der Ausdruck des mittleren Fehlers eine genauere Be- 
stimmung gewähren, wie der des wahrscheinlichsten Fehlers, und da, 
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wie wir gesehen haben, beide Ausdrücke bei wachsendem m zu gleichen 
Werthen hinstreben , so ist in allen Fällen die Berechnung des mittleren 
Fehlers der des wahrscheinlichen vorzuziehen. 

150. 

Aus den vorstehenden Gründen soll in der Anwendung auf unsere 
Hauptaufgabe nur die Bestimmung des mittleren Fehlers durch den 
Ausdruck 

betrachtet werden. Die Berechnung der Grösse W ist schon oben ge- 
zeigt worden, und daher hier nur die Berechnung von m und n zu er- 
klaren. Da die Resultate der Einstellungen der Richtungen auf den ver- 
schiedenen Stationen mit / nebst angehängten ^trieben bezeichnet worden 
sind, so ist klar dass 

m SS der Anzahl aller vorhandenen l ist. 
Die Unbekannten unserer Aufgabe sind einestheils die Richtungen x, und 
anderntheils die u, die der Anzahl der überhaupt vorhandenen Gruppen 
von Gyris gleich sind. Da aber auf jeder Station nur die Unterschiede 
der Richtungen von Einer derselben fest bestimmbar sind, so ist von 
der Summe der x und der u die Anzahl der Stationen abzuziehen, und 
da die hieraus hervorgehende Anzahl von Unbekannten durch die Be- 
dingungsgleichungen von einander in Abhängigkeit stehen, so ist noch 
die Anzahl der Bedingungsgleichungen davon abzuziehen. Die so er- 
haltene Zahl ist n. Bezeichnet man nun durch ein der Bezeichnung der 
betr. Grösse vorgesetztes A die Anzahl aller Grössen dieser Gattung, 
so dass 

{AI) die Anzahl aller /, 

(Ax) die Anzahl aller x, 

{Au) die Anzahl aller u, folglich die Anzahl aller Gruppen von Gyris, 

{As) die Anzahl aller Stationen, 

{Ab) die Anzahl aller Bedingungsgleichungen 

bedeuten, so wird, wenn zur Abkürzung 

D = {At) + {As) + {Ab) - {Ax) - {Au) 
gesetzt wird, der 



229] 



VON DBR Methode der kleinst kn Quadrate etc. 



799 



*) und da dieser Ausdruck den mittleren Fehler einer Beobachtung der 
Gattung giebt, deren Gewicht ^ 1 gesetzt worden ist, so giebt er in 
seiner Anwendung auf das eben ausgeführte Hauptbeispiel den m. f. 
einer einzelnen Beobachtung einer Richtung, indem das Gewicht einer 
solchen Beobachtung = 1 angenommen worden ist. 



151. 

Wenden wir nun den eben abgeleiteten Ausdruck auf dieses Bei- 
spiel an, so erhalten wir aus dem Art. 95 

W == 212.636 



Die Anzahl der / ist auf den Sta- 


und die Anzahl der Gruppen von 


tionen 


Gyris 


(1) .... 57 


21 


(2) .... 21 


8 


(3) . . . . 9 


4 


(4) . . . . 9 


4 


(5) . . . . 6 


3 



(A/) = 102 {Au) = 40 

und ferner sind 

{Ax) = 19, (As) = 5, {Ab) = 6 

folglich D ^ 54, und hieraus bekommt man den 

m. f. einer einzelnen Beobachtung 
einer Richtung = 1"984 



*) Man kann bemerken, dass dieser Ausdruck in den von Gauss in seinem 
Supplementum theoriae comb. etc. für den dort bebandelten speciellen Fall gegebenen 
übergebt , wenn man die erforderlichen Bedingungen einführt. Der Gaussiscbe Aus- 
druck, in die hier eingeführte Bezeichnung übersetzt, ist 



m. f. = Y' 



W 

{Ab) 



und die Bedingungen des von Gauss behandelten Falles sind 

[Au) = (As) , (Ax) = (AI) 
Führt man diese in die Ausdrücke des Textes ein, so wird 

D = (Ab) 
und der vorstehende Ausdruck geht daraus hervor. 
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Will man auch die mittleren Fehler der Resultate , ftlr welche oben die 
Gewichte berechnet worden sind, kennen lernen, so dient dazu der 
Ausdruck 

wenn F den mittleren Fehler der Beobachtungen , denen das Gewicht 
= 1 beigelegt worden ist, — hier den oben gefundenen m. f. — , und 
P das Gewicht des betr. Resultats aus den Beobachtungen bezeichnen. 
In den Artt. 97 bis 103 ergaben sich für 

den Winkel (3)(1)(5) das Gewicht = 13.46 

» D (&)(1)(a) • • = 21.29 

» » (5)(2)(3) » » = 34.8 

» (5)(3)(2) » » = 15.58 

das Aggregat fi(1 )3+^(1 )3 » » ^ 67.37 

» • w(8)2-l-a?(4)2 » » = 50.00 

die Seite (1)(3) » » = 341.2 

und der vorstehende Ausdruck giebt daher der Reihe nach die 

m.f. = 0''541 
= 0.430 
= 0.336 
= 0.503 
= 0.242 
= 0.281 
= OH 07*) 



*j Gauss hat in seiner eben angezogenen Abhandlung in Bezug auf seine 
Triangulation berechnet und gefunden, den 
m. /. der Seite 

Falkenberg- Breitbom s» 0*"4 209 
und ich habe später für dieselbe Triangulation nach den obigen Formeln berechnet 
und gefunden, den 

m. f. des Winkels 

Wilsede, Falkenberg, Wulfsode =: 0"3S5 
und den 

m. f. des Winkels 

Hauselberg, Wulfsode, Falkenberg = 0"353. 



\ 
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152. 

Ausserdem ist im Art. 130 noch das Gewicht der Seite (1)(2) un- 
ter zwei Annahmen berechnet worden. In der Annahme der einzig ge- 
messenen Grundlinie (1)(3) wurde dasselbe = 738.0, und in der An- 
nahme, dass die zwei Grundlinien (1)(3) und (2)(i) gemessen worden 
seien ^ 41 05 gefunden. Wendet man den obigen Ausdruck hierauf an, 
so findet man für die Seite (1 )(2) im ersten Falle den 

m. f. = 0"*0730 

und in dem zweiten Falle den 

m. f. = O'^OI^i) 

Das Hinzukommen einer zweiten Grundlinie hat also die Genauigkeit 
dieser Seite um mehr wie das Doppelte vergrössert. 

Ich bemerke hiezu , dass strenge genommen für den Fall der zwei 
Grundlinien der m. f. einer Richtung von Neuem hätte berechnet werden 
müssen, da wegen des Uinzukommens von noch einer Bedingungs- 
gleichung der Nenner D des bez. Ausdrucks sich um eine Einheit ver- 
grössert. Da dieses jedoch hier nur einen unbedeutenden Einfluss auf 
das obige Resultat hätte äussern können , so habe ich keine Rücksicht 
darauf genommen, und der oben angegebene zweite m. f. der Seite 
(1 )(2) ist ein Weniges grösser, wie er strenge genommen sein würde. 

§. 8. Nachtrag lu der »GMditische Datersnchngeii« betitelte! 

Abhaidlug. 

153. 

Ich bin darauf aufmerksam gemacht worden, dass in der in der 
Ueberschrift angezogenen Abhandlung kein Verfahren angegeben ist, 
durch welches man mit erforderlicher Sicherheit in einem schon aus- 
geglichenen Dreiecksnetze lange geodätische Linien bestimmen könne. 
Es ist richtig , dass dort kein Verfahren ftlr diesen Zweck beschrieben 
ist, aber die dort gelösten Hauptaufgaben bilden die Grundlagen, nicht 
nur dazu, sondern auch zu vielen andern Aufgaben , und es würde zu 
weit geflthrt haben, wenn ich diese alle hätte mit aufnehmen wollen. 
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Ich will indess hier die Aufiösang der oben genannten Angabe 
geben, obgleich sie so nahe liegt, dass Jeder sie sich hätte entwickeln 
können. 

Die folgende Figur soll irgend ein Dreiecksnetz darstellen , in wel- 
chem die Winkel schon ausgeglichen sind , und in dem die Endpunkte 
mit den Zahlen (1) bis (11) bezeichnet sind. 




In diesem Dreiecksnetze habe ich mich begnügt, blos die Haupt- 
dreiecke aufzunehmen , und dagegen die Richtungen oder Diagonalen, 
die man mit eingeschnitten hat, um die zur Ausgleichung der Winkel 
erforderlichen Bedingungsgleichungen zu erhalten, weggelassen. Diese 
letzteren sind für den jetzt zu verfolgenden Zweck im Allgemeinen 
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überflüssig, und sollten sie in der Anwendung in einzelnen Fällen nütz- 
lich werden können , so kann man sie ohne Weiteres auch aufzeichnen 
und anwenden. 



<54. 

Ich nehme nun an , dass an den Punkten (1 ) und (7) dieses Drei- 
ecksnetzes die Polhohen und das Azimuth einer der dort zusammen- 
laufenden Dreiecksseiten astronomisch bestimmt sei, und man die Pol- 
höhe von (1), so wie das Azimuth der geodätischen Linie (1)(7) am 
Punkte (1) auf den Punkt (7) geodätisch übertragen wolle, um diese 
Grössen mit dem am Punkte (7) astronomisch bestimmten zu vergleichen. 

Zu dem Ende ziehe man die geodätische Linie (1)(4), und betrachte 
das sphäroidische Dreieck (1)(2)(4), in welchem die Seiten (1)(2) und 
(2)(4) nebst dem eingeschlossenen Winkel bekannt sind. Man berechne 
dieses Dreieck erst beiläutig, indem man es als sphärisch oder gar als 
eben betrachtet , wozu die Anwendung von höchstens fünfstelligen Lo- 
garithmen mehr wie ausreichend ist. Man erhält hiemit hinreichend ge- 
naue Data um nach den Ausdrücken des Art. 1 28 der angezogenen Ab- 
handlung die Unterschiede zwischen den sphäroidischen und den sphä- 
rischen Winkeln mit erforderlicher Genauigkeit berechnen zu können. 
Durch den bez. Unterschied verwandele man den sphäroidischen Winkel 
(1)(2)(4) in den bez. sphärischen, und berechne hierauf durch die sphä- 
rische Trigonometrie die Seite (1)(4) und die beiden anliegenden Winkel 
mit hinreichender Schärfe. Die gefundene Seite bedarf keiner Verbes- 
serung, aber die beiden mit berechneten Winkel werden durch die oben 
genannten vorher berechneten Unterschiede auf ihre Werthe auf den 
Sphäroid hingeführt. 

In dem Dreiecke (1)(5)(4) sind nun wieder zwei Seiten nebst dem 
eingeschlossenen Winkel bekannt, und nachdem dieses auf die nemliche 
Art behandelt worden ist, werden im Dreiecke (1)(8)(7) zwei Seiten 
nebst dem eingeschlossenen Winkel bekannt, aus welchen auf die nem- 
liche Art die verlangte geodätische Linie (1)(7) nebst den beiden anlie- 
genden sphäroidischen Winkeln erhalten werden. 

Aus der Polhöhe des Punkts (1) und dem Azimuth der Linie (1)(7) 
an diesem Punkte , welches man auch durch die vorbeschriebene Rech- 
nung aus dem daselbst astronomisch bestimmten Azimuth einer Dreiecks- 
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Seite erhält , nebst der gefundenen Lange der geodätischen Linie kann 
man nun durch die erste Hauptaufgabe der angezogenen Abhandlung 
(cf. Art. 10 u. f.) für den Endpunkt (7) die Polhöhe, den LängeDunter-- 
schied mit (1), und das Azimuth von (1)(7) berechnen, und mit den astro- 
nomischen Bestimmungen dieser Grössen vergleichen. 

Man kann dieses auch auf andere Weise ausführen. Durch die 
zweite Hauptaufgabe der angezogenen Abhandlung (cf. Art. 51 u. f.) 
kann man aus den Polhöhen der Punkte (1) und (7) und dem Langen- 
unterschiede derselben die Lange der geodätischen Linie (1)(7) und die 
Azimuthe an ihren Endpunkten berechnen, und diese mit den ander- 
weitig gefundenen Werthen derselben vergleichen. 

Endlich kann man auch den Inhalt des vierten Abschnittes der an- 
gezogenen Abhandlung anwenden, und (cf. Art. 154 u. f.) aus der wie 
beschrieben gefundenen Lange der geodätischen Linie (1)(7) und den 
astronomisch bestimmten Polhöhen dieser Endpunkte den Langenunter- 
schied derselben so wie die Azimuthe von (1 )(7) berechnen , und diese 
mit den anderweitig erhaltenen Werthen dieser drei Grössen vergleichen. 

Die a. a. 0. entwickelten Auflösungen dieser drei Aufgaben sind 
unbeschrankt anwendbar, wie lang auch die Linie (1 )(7) sei, und welche 
Lage sie auch auf dem Erdspharoid habe. 

155. 

Zum Inhalt des vor. Art. sind einige Bemerkungen aufzustellen. 

In der Anwendung wird man in der Regel nicht mit einer so ge- 
ringen Anzahl von Dreiecken zur Berechnung der aufgegebenen geodä- 
tischen Linie ausreichen wie in diesem fingirten Dreiecksnetze der Fall 
ist, sondern eine grössere Anzahl derselben berechnen müssen. 

Die Anzahl der zu berechnenden Dreiecke wird man oftmals da- 
durch kleiner machen können , dass man die Diagonalen der Vier- oder 
Mehrecke mit benutzt, die zur Ausgleichung des Dreiecksnetzes mit ein- 
geschnitten worden sind; auch kann man zum vorliegenden Zweck 
Diagonalen berechnen und benutzen , die bei den Messungen nicht mit 
eingeschnitten worden sind. 

Man kann in jedem Dreiecksnetze die hier in Rede stehenden Rech- 
nungen auf verschiedene Arten, nemlich durch Benutzung anderer Drei- 
eckspunkte, wie die oben angegebenen, ausführen. 
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Id den ersteo zu berechneDden Dreiecken, die von allen immer die 
kleinsten sind , kann man einen Schritt weiter geben , wie im vor. Art. 
beschrieben ist. Man kann die Winkel derselben, nachdem sie vom 
sphdroidischen auf sphärische hingeführt worden sind, hierauf auf ebene 
hinfuhren, und das bez. Dreieck alsdann als ein ebenes berechnen, wor- 
auf die Winkel des Resultats wieder erst auf sphärische, und darauf auf 
sphäroidische hinzufiihren sind. 

In den ersten kleineren Dreiecken wird gemeiniglich die Reduction 
der sphäroidischen Winkel auf sphärische so klein , dass man sie über- 
gehen kann, aber so wie die Seiten, und damit auch die Dreiecke selbst 
grösser werden, können diese Reductionen sehr merklich werden. 

Das Verfahren des vor. Art. ist nicht unbegrenzt anwendbar, denn 
die Ausdrücke des Art. 128 der angezogenen Abhandlung hören auf 
ausreichend genau zu sein, wenn die Dreiecksseiten eine gewisse Grösse 
übersteigen, die ohngefkhr auf 20^ festgesetzt werden kann. 

156. 

Um zu zeigen, wie man verfahren kann, wenn die zu berechnende 
geodätische Linie die eben genannte Grösse erreicht oder übersteigt, 
kehren wir zu dem im Art. 153 verzeichneten Dreiecksnetze zurück und 
nehmen an, dass die geodätische Linie (1)(11) nebst den anliegenden 
Winkeln zu berechnen sei, und dass diese die angeführte Grenze über- 
steige. Man kann nun in einem Zwischenpunkte , für welchen die be- 
treffenden Linien die angeführte Grenze nicht erreicht haben, z. B. in 
(7), abbrechen, und diesen zum Ausgangspunkt neuer geodätischer Li- 
nien annehmen. Aus dem Dreiecke (5)(8)(1 0) kann man die Linie (8)(1 0) 
nebst den anliegenden Winkeln berechnen, und erhält hierauf durch das 
Dreieck (7)(10)(11) die Linie (7)(11) nebst den anliegenden Winkeln. 

Da nun, um (1)(1 1) zu erhalten, das sphäroidische Dreieck (1)(7)(1 1) 
zu berechnen ist, und man durch die vorhergehend angeführten Regeln 
die Polhöhe von (7) und die Azimuthe der Linien (1)(7) und (7)(11) an 
diesem Punkt berechnen kann, so lässt sich durch Anwendung der Auf- 
gabe des Art. 74 u. f. der angezogenen Abhandlung das Dreieck (1)(7)(1 1) 
vollständig berechnen , wie gross es auch sei, da die Auflösung , die ich 
von der zuletzt genannten Aufgabe gegeben habe, keiner Beschränkung 
unterworfen ist. 
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Wäre die Linie (1)(11) noch länger, so kann man, statt Eines, meh- 
rere Zwischenpunkte annehmen, und die somit entstehenden grossen 
sphäroidischen Dreiecke immer durch die zuletzt angefiihrte Aufgabe 
mit jeder wünschenswerthen Genauigkeit berechnen. Man sieht hieraus, 
dass die in diesem § gestellte Aufgabe in dem Inhalt der oft angezogenen 
Abhandlung in möglichst grosser Ausdehnung und mit jeder wünschens- 
werthen Genauigkeit ihre Auflösung findet. 



Druckfehler. 
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